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МАТЕМАТИКА 


УДК 517.518.23 


ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ТРЕХМЕРНЫХ 
МУЛЬТИАНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВ 
С ДВУМЯ ВЕРШИНАМИ АНИЗОТРОПНОСТИ! 


М.К. Аракелян, Г.А. Петросян 
Российско-Армянский университет 


писрае!(. агаке@етай.сот 
ресши.ретозуап@етай.сот 


АННОТАЦИЯ 


В данной научной статье получено специальное интеграль- 
ное представление для функций из мультианизотропного прост- 
ранства Соболева, когда многогранник Ньютона имеет две верши- 
ны анизотропности и, применяя данное представление, доказы- 
ваются теоремы вложения для функций, принадлежащих выше- 
указанным классам. 

Ключевые слова: мультианизотропное пространство, тео- 
ремы вложения, интегральное представление, мультианизотроп- 
ный многочлен. 


Введение 


Данная статья является продолжением работ [1-2], где доказа- 


ны теоремы вложения для мультианизотропных пространств в том 





' Работа выполнена в рамках тематического финансирования РАУ из средств 
МОБНРФ. 
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случае, когда характеристический многогранник имеет одну верши- 
ну анизотропности. Ниже изучается трехмерный случай, когда 
многогранник имеет две вершины анизотропности. Здесь трудность 
заключается в том, что при получении соответствующих оценок 
нужно выбрать «доминирующую» грань, что и делается в работе. 
Отметим, что история теорем вложения начинается с работ С.Л. Со- 
болева (см. [3-4]), а потом эти результаты для анизотропных прост- 
ранств были продолжены разными математиками. Отметим из них 
работы [5-10], а также книгу [11], где можно найти историю вопро- 


са и разные результаты. 


1. Мультианизотропные экспоненты и их свойства 


Пусть А*- трехмерное пространство, 7? множество мультииндекс- 
ов. Для &ПЕЁ”, @ЕЙ., #>0 обозначим через [ =а +4, +0, 
=, = (1 1), О’ =рар” р: обобщенное произ- 
водное С.Л. Соболева. Пусть `Ж такой вполне правильный многогранник с 
вершинами @'=(1,0,0), @=(0,1.,0), @=(0,0,1), @=(,@,,0) и 
«=(В,6,,В,), причем ©“ и @” имеют только положительные коор- 


динаты, что на каждой двумерной некоординатной грани 
2 . 
Х,,1=1....,5) лежат лишь 3 точки из этих вершин, при этом этими 


двумерными гранями являются следующие грани: % = (@*, @°, @°), 
92 =(@', в, 2), 3: =(а@, в’, @^), 92 =(@, @^, @°), 
3%: =(@’, а^, а°). Пусть м',(=1,...,5) такая внешняя нормаль двумер- 
ной некоординатной грани %*,(1=1,...,5) ‚ что уравнение гиперплоскости, 


содержащей данную грань, задается формулой (@,') =1, (&=1....,5). 
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Для произвольного параметра у>0 и натурального числа К 
обозначим через 


Ри.) = >" в (1.1) 
С,(у,6)=е"°®. (1.2) 


виде“ ето, (у=1,..5). (13) 


А также обозначим через Су), бу), (1=1.....5) преоб- 
разование Фурье данных функций. Очевидно, что С.,С', „б,,@, ‚Е, 


где 5 =5(АВ*) — множество быстро убывающих на бесконечности бес- 
конечно дифференцируемых функций. 
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Для любого мультииндекса т = (т, ‚ть, т. ) обозначим через 


Г(у)= | _ Е а аС. (1.4) 
ВЗ 


и изучим поведение функции /,(И) в зависимости от У:0<и<1. 


Лемма 1.1. 
Пусть т= (т,т,, ть), &= (,%,%),В = (В, В», 6,) 
мультииндексы с положительными компонентами, Оля которых 


С. 04 р 
тах ——^<——, пы (1.5) 
эт т т т 





Тогда одна из систем 


ЖЕ “, = ры = т+! 
©, р 
У Ра = т+1 
В, : (1.6) 
У + 2 = щ+| 
©, 
%_ ЗВ ти = т+! 
3 
% + у + я = т, +1 (1.7) 
2 
Я р, 
ЭВ 2 = т+1 


имеет решение (х,у,2) с неотрицательными компонентами. 
Доказательство: Пусть (х’,у’,2’)решение системы (1.6), а 

(х,у,2') решение системы (1.7). Нетрудно проверить, что тогда в си- 

лу условия (1.5) у’>0,2°>0,х'>0,2'>0. Так как в силу (1.5) 


ВА 


<1 и по правилу Крамера 
@, В, 
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т, +1 А ЗЙ: 
а р 

т, +1 1 в. т +1 т +1 т +1 
3 


@, а, @, 

А ЗА С А 

1- и, р о, В, : о, В, с, В, 5 о, В, 
а, В 


то при Д>0 х’>0. Следовательно, утверждение леммы верно. Пусть 
поэтому Д<0. Через Д,,Д,,Д, обозначив соответствующие дополне- 


ев, 








ния разложения Лапласса АДотносительно первой строки, т.е. 
А, = а, В, - 0. В, (>0),А, = В, - “В, и А, =@ В, — 9, В, получим, что 
А = (т, +0 А, + (т. + ПА, + (т, + ПА, . (1.8) 
Так как 
ад, +0.А, +4, = ВА + ВА, + ВА, =0 (1.9) 
и А, >0, то хотя бы один из Д,,Д, отрицательный. 
Рассмотрим следующие возможные случаи: 1) Л, >0,Д, <0, 
2) Л, <0,Д, 20, 3) АД, <0,Д, <0. Так как в силу условий (1.5) 











1 
ао Е и т, +1> 2 @,, то в случае 1) из (1.8) и (1.9) 
2 а, 
имеем 
т, +1 
А> (Аа +4, +А, 0%) =0, 


2 
что противоречит условию Д<0. 


т; +1 1 








Вит, +1> 
3 3 
то в случае 2) из (1.8) с применением (1.9) имеем 


т. +1 
А>— (АВА, В, +4. В,) =0, 
з 


что опять противоречит условию Д<0. 
В случае 3) рассмотрим следующие возможные варианты: 


3.1) Я ст! или < 


о т‚+1 В, т+Г 


Так как в силу условий (1.5) т +1> 


Б,, 
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@, <т +1 ее В <т + 
& т-+1 В, т. +1 
Пусть в варианте 3.1) @ [| < (т +1) /(т, +1). При 


3.2) 





В. /В, < (т, +1) /(т, +1) доказательство проверяется аналогично. 
Тогда из (1.8) с применением (1.9) в силу (1.5) и отсюда имеем 


обв А: Е А, _т +1 
@ 1 1 





(д, +9,А, +4 А.) =0, 


что опять противоречит условию Д<0. 
Рассмотрим вариант 3.1). Так как в этом случае Д < 0,Д, <0 ипо 


правилу Крамера для системы (1.7) 











Гот! в 
3 
(и В 
= т, +1 я с ©, р 
1 3 
т-р т -+Е т +1 
нЕ 1. || ? - 
вы — р, р, р, - А 0 
1- а В. о, В, > ор, А, 
@ р, 


1 т. 21 
то решение (х,у,2 ) системы (1.7) неотрицательно. 
Лемма 1.1 доказана. 


Лемма 1.2. Для любого мультииндекса т=(т,т,,т,) сущест- 
вуют постоянные С,,С,С, такие, что для любого У:0<у <! имеет 


место неравенство 
х В] 


1, (< (сви +СШи+Сбуи 7 (1.10) 








а, ) 
Доказательство: Рассмотрим отношения т (1=1,2,3). 
т. + 


1 


[04 


р 





. (2% 
Обозначим через 1, тот индекс, для которого тах — = | 
нал т, + т, 1 





Сначала рассмотрим случай, когда максимум достигается только для 
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л [04 ©, ль Е 
одного номера {, т.е. <, 2 (1=12,3). Пусть & =3. 
т +1 т, +1 


2 
Рассмотрим грань 5. Пусть данная грань имеет внешнюю нормаль //°. 


93 
Тогда в (1.10) сначала после замены переменных &=И*7 и затем 


а 06 


Т = =П>›= т ой имеем 


оо со < 


|, () < Су -( (т, р ай" и птатьат, 


000 
Е) 3 3 1 3 3 2 
<Си [е па [п е" ап |7 `` @7 
0 0 0 
(ти 





<Си <Си т 


Последнее соотношение следует из сходимости трех интегралов и из 
[94 
неравенств т-—т-—>-, т-—т-—>-1. В случае 


Я < а, ия @ а, ия 
= И — — 
т +1 т + т-+1 т +1 т + т,-+1 





утверждение леммы 


получается аналогичным, как и в работе [2]. 


Если & #3, то подобные отношения рассматриваются для вто- 


рой вершины анизотропности @” = (В, В,, В.) 


Обозначим через Л, тот индекс, для которого тах — ^^ =—^_. 
122 т, +1. т, +1 





В 2 “ 
Теперь, если Д=2, рассмотрим грань 52 с внешней нормалью 4”; при 
. 2 > > 
»=Т рассмотрим грань 5%, с внешней нормалью М’. Тогда заменой 
5 Я 
переменных & =и\* 7 иё=и * 7, соответственно, в (1.10) дает тот же ре- 
зультат с небольшим изменением в интеграле (например, / вместо /, или 


вместо В ит.д.). 
Осталось рассмотреть следующие случаи: 
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[92 [9 ; 
а) тах =— и о ы р, , 
1.23 и, 1 т +1 1923 т, +1 т, +1 
[9 [94 ; 
6) тах =—^ и шах В, = В. 
#=1,2,3 10, а т +1 азт,+1 ту+1 


























Рассмотрим случай а) случай 6) рассматривается аналогично. 
Пусть в случае а) 
а т-+| а т,+1 
1 < 1 3 < 3 





о т тг 

(1.11) 
Ра В: от. +1 
аа В аа 


Производя в (1.10) последовательно следующие замены пере- 
Ра в В № 


4 
менных =" и, а=пь епт =поп”й с числами 





К=х' -1М =у-1[=2°-1, когда СЛУ (1.6) имеет неотрицательное 
2 6 ВА № 

решение и &=и”И, Ц=ИЛИИА.Ь=П,Ь=ПРИРИ, с числами 

К=х -ЬМ=у -1Ё=2'-1 когда СЛУ (1.8) имеет неотрицательное 

решение, получим: 


и ее 22 ру 
|1, (у) Си аи Преее пе" 18° Зараваь, 
либо 
2 ко 


[у (сим +(т,и° окт — 


в 


20 


2АВз 
-5 


"ааа. 


Рассмотрим случай, когда ДА =0. Разобъем рт на четыре 
части и оценим каждый из них по отдельности. Пусть 4 = т Ай я 


Зее 


(1=1,2). 


0 г 
Я и Ш 


|, (и < | 4& ] 4, И. -] 4& [ 4, Я 
— (1.12) 
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шо 
и в 


е Ч [ =] ты | 4 | 4, ЕЕ. 


„за 
Ш 2 3 4 
=А+Е+Г,+Г.. 
1 
— 1, АД 1 в 
После замены переменных & =У ' 7 винтеграле Г, , получаем: 


20 


(т, д! : : “ 
пс [ад [ ал, [пе 
0 0 0 


12% 28 


ИЕ 


2 


шт р 2 ити) 
<си Ге" 47; < Су | 


0 2:20 
так как интеграл неотрицателен, и если О<& <и“ и 0<& <и* ‚то 
0527 < <1 и 0517, < $1. 

Используя решение СЛУ (1.6), оценим /^. Имеем, что х=0, у>0и 


В 
2> 0. Таким образом, после замены переменных & =у*^ 7 имеем: 


(м? +(т, и?) 28 _ 12ко _ 28 
ео ат [а пе" т * аъ 


Ч 0 
СИ н2 2 
хо (Спи +С,). 


3 
Аналогичным образом можно оценить интегралы / и 1“, 


т 
используя решения СЛУ (1.7) и (1.6), с помощью соответствующих замен 
5 ме 
переменных &=и*7 и =и “1. 
Подытожив все случаи, имеем, что 
ах [т.д ) 





1, (у) < (С, [о и + С. )и. ты в. мы 


Пусть теперь в случае а) выполняются нестрогие неравенства. 


+1 
Если = — и < 28 ‚ то решение СЛУ (1.6) — неотри- 
© т+Е @ т, +1 





цательное, и интеграл может быть оценен как в случае, когда А=0. 


& т +1 ©, т, +1 ОИ 
< и = ‚т0--< 
© т,-+1 © т +1 © т,-+1 





Если . Этот случай уже 


был рассмотрен. 
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В _т +! г В; «т. +1 = В, «т. +1 











Если : . Этот случай 
В т,-+1 В, т, +1 В т+! 
доказывается таким же образом, как и при д) =1. 
т, +1 т, +1 т, +1 
Если Ре 1 и Ра 2 то р и можем 
В; т. +1 д т+1 В, т, +1 


применить случай д =2. 


Лемма 1.2 доказана. 


2. Мультианизотропные ядра и их свойства 


Как ив $1 обозначим через 
бе [оке еда 
(2 п)? в 
и назовем мультианизотропными ядрами. Изучим свойства С, з с. ео 
Легко заметить, что С.С, Е»: 

Обозначим через у=(7,7,,7,) точку пересечения гиперплоскостей с 
внешними нормалями 1',/’, Ш. Нетрудно заметить, что (7, д”), 
(7,и“)>1. Пусть между координатами вектора 7 имеет место соотно- 
шение 7 < 7, < у,. Тогда пусть © = (0',0,,0) — точка пересечения плос- 


кости ХОТ сгиперплоскостями, проходящими через грани многогранника 
3% с внешними нормалями д’, /’. И данная точка имеет координаты 


ИБ ИЕ 
Е о 
1, 75 ь — 73 
пересечения оси Хс гиперплоскостью, проходящей через грань 
многогранника % с внешней нормалью д’. 


Кроме того, пусть д=(0.,0,0)-точка 


Лемма 2.1. Пусть у < 7, < 7,. Тогда для любого мультииндекса т 
и любого четного числа М, для которой Му, Мо,Мд имеют только 
четные координаты, существуют постоянные С.,(1= 01,2) такие, что 


для любого У :0<у <1 имеет место неравенство 
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рб, во Си о, 
ры И 


Лемма 2.2. Пусть у <7, <, тогда существует постоянная 
С > 0 такая, что для любого УЕ (0,1) 


4 а 
се р 
ШТ 1+4и (“7+ т] ( ) 


63 





(2.1) 





Лемма 2.3. Пусть У<У=уи УЕ (0,1). Тогда для любого 
мультииндекса т=(т,,т,,т,) и любого четного числа №, для 
которой Му, Мо,М0,№ имеют только четные координаты, су- 
ществуют постоянные С,,(1=0,1,2) такие, что 


тах ( и |на ) 


|”, ‚4ьу) <и == с. [ши Е пу + С,) 
(2.3) 
<Си 
ЕО) 


где 9=(0.,0,,0) — точка пересечения прямой, проходящей через точки 





Ги У и плоскость ХОТ, г=(г,0,т,) — точка пересечения прямой, 
проходящей через точки ©’ и У и плоскость ХОТ, а точка 
0=(0,,0,0) определяется, как и в предыдущей лемме. 

Лемма 2.4. Пусть у <у7, =У,. Тогда существует постоянная 
С>0 такая, что для любого УЕ (0,1) 





@ № 
<Си'. 2.4 
1] ИЕН ани (+) и 


— 

Лемма 2.5. Пусть у =У, =7, иуеЕ (0,1). Тогда для любого муль- 
тииндекса т= (т, т,,11,) и любого четного числа №, для которой 
Му, Мо, Мод, №, МК, Ма, Мп имеют только четные координаты, 
существуют постоянные С.,(0,1,2) такие, что 


пах (|| +0тьм) 


|”, у) <у =- с, [ши +С,ши+С,) 


(0.5) 
1 1 1 


ЕЕ Ее) ии а) 
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где 9=(0',0.,0) — точка пересечения плоскости ХОТ с гиперплос- 
костями, проходящими через грани многогранника 3 с внешними нор- 
малями Ши Ш’, г=(к,0,т,)— точка пересечения плоскости ХОУ с гипер- 
плоскостями, проходящими через грани многогранника °`\ с внешними 
нормалями Ши Ш, а точка К = (0,К,,К,)— точка пересечения плоскости 
ХОТ с гиперплоскостями, проходящими через грани многогранника 3” с 
внешними нормалями Ши Ш. 

Лемма 2.6. Пусть у =У, =7,. Тогда существует постоянная 


С.,(1=0,1,2) такие, что 





й 
1] Иа и (Е) 


63 


(2.6) 





| а о) ку (с. [ши +С, ши +С,). 
Лемма 2.7. Пусть А=(А,/,,4)= т) Тогда существует 
1 2 Э 
постоянная С > 0 такая, что для любого УЕ (0,1) 
—Я- ах, (4,0! )-1) 1 
ЕЕ) 


для некоторых постоянных С\и С.. 





Сов) <Су (2.7) 


3. Усреднение функций и интегральное представление через 
мультианизотропные ядра 


Для любой функции / рассмотрим усреднение функции с ядром 


усреднения С, (Би): 


о-—. [ Хоб-хи а. (3.1) 


(2л)? в 
Тогда /,(х) будет обладать обычными свойствами усредненной 





функции, т.е. 


М.К. Аракелян, Г.А. Петросян 17 





Лемма 3.1. Если Ге ГВ’), 1<р<®, то ДЕГ,(В°), 
[= —> 0 при у >> и т, — Л =0. 


Как и в работе [2] (см. Теорема 3.1), с помощью усреднения (3.1) 
мы можем доказать следующую теорему об интегральном представ- 
лении. 

Теорема 3.1. Пусть для функции Г существуют обобщенные 


производные по С.Л. Соболеву О“ Т, (1=1....,5), где @' - вершины 
вполне правильного многогранника %ЪУ и р“ ХЕЁ ы (В°), 1<р<®, 
(1=1....5). Тогда для почти всех хе В* имеет место представление 


Иод = сд +ит ь - | ау | р“ 7 (96, (Е-х ии. (3.2) 


= (2)? = В 





4. Теоремы вложения для мультианизотропных пространств 


Обозначим через /*(В?) = {Е :Ре ТГ, (В), “Ее [,(В*)1=1,...,5} 
и назовем мультианизотропными пространствами С.Л. Соболева. 

Имеет место следующая теорема вложения (для доказательства 
см. [2], Теорема 4.1): 

Теорема 4.1. Пусть у <7, <у,, риа (`<а) такие числа, что 
1<р<оили 1<р<® при 4д=®, т=(ш,т., т.) — мультииндекс. 


Обозначим через 





НЫ 


Тогда при Д<1! Р"Х( Е) вложено в [, (®°) ‚ т.е. любая функция 
ТЕ И(В>) имеет обобщенную производную О"), принадлежащую 


3 
классу [,(К”), и для любого й> 0 имеет место неравенство 








[27 в, <” (а ай] ча, вА+ в.) |" 


1, (В?) >) 
(4.1) 
+1 (ь, пп -+Ъ, ш/ +Ъ, || Л 


1, (в), 


где а,,а,а.,В,,В,Б, некоторые постоянные, не зависящие от Гий. 
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Работа выполнена при финансовой поддержке 
ГКНМОН РА проекта МУСЯ ГЭТА 


АННОТАЦИЯ 


На языке сравнения многочленов получены критерий гипоэл- 
липтичности, почти гипоэллиптичности и рассмотрен вопрос о до- 
бавлений «младших» членов к таким многочленам. 

Ключевые слова: гипоэллиптичность, почти гипоэллиптич- 
ность, сравнения многочленов. 

МЗС 2010 пашфетз: 12Е10, 26005. 


Введение 


Пусть М - множество натуральных чисел, № = МуЦ {0}, 
№ - множество И-мерных мультииндексов, т.е. точек 


аа}. те а; Е №, /=1,...п, ВПи Е" —п -мерные 
вещественные евклидовые пространства точек & = (&,6>,....&и) и 
х = (хьх.,...Ха) соответственно, а В®: = {Е = (6...) Е В", 
&, >20, ]=1,..т}, ©"= В" + В" (Ё = —1) - п-мерное комплексное 
пространство. 


Дляё Е В"(2 Е С) исЕ МТ обозначим 


нА О об аа 


р и. гдер; = д/дх,, ]-=1,... п. 


В.Н. Маргарян, А.Г. Хоршикян 21 





К " й 
Пусть А = р КЕМ, 1 Е Ю\, | =1,...К. Характеристиче- 
ским многогранником (х. м.) набора А называстся минимальный вы- 


пуклый многогранник Ж(А), содержащий множество АЦ {0}. Много- 


транник ЖЕ К называется полным, если имеет вершину в начале 


координат и отличную от начала координат вершину на каждой оси 


ординат. Многогранник ЖЕ В называется правильным (вполне пра- 


ВИЛЬНЫМ), если компоненты единичных внешних (относительно х) 


нормалей (п-1)-мерных некоординатных граней неотрицательны (по- 
ложительны). 

Пусть Р(О) = Усу,0“ —линейный дифференциальный оператор 
с постоянными коэффициентами, а Р(<) = Усу,&“ его полный 
символ, где сумма распрострапяется по копечпому пабору (Р): 
= {ае МУ, у» = 0}. Х. м. набора (Р)) называется х.м. оператора 
Р(Р) (многочлена Р(<)). 


Определение 1. (см[]] определение 11.1.2 и теоремы 11.1.1 и 
11.1.3) Дифференциальный оператор Р(р) и многочлен Р(&) назы- 
ваются гипоэллиптическими, если выполняется одно из следующих 
эквивалентных условий: 


1) Ш ЕРБ"(0), Р(РУИ = Она} с С°(0), где 2'(0) — пространство 
обобщенных функций, а.0 с Е”- область. 

2) Р“Р(®)/Р(©) > Опри || > ®,2Е ДА", 0=аЕ МУ. 

3) Существуют постоянные а > 0иС > 0 такие, что 1+4р(5)> 
С“, УЕЕ ВП, где ар(©)- расстояние точки & Е А" от множества 


{ ЕС’, Р(Е)=0}. 


Определение 2. (см. [2] или [3]) Многочлен Р называется регу- 
лярным, если с некоторой постоянной С >0, 


[5“| < С(1+ |Р (2), Уа Е КР), Е В" (0.1) 


Известно (см. [4]), что если х. м. регулярного многочлена Р 
вполне правильный, то Р гипоэллиптичен. При этом вполне пра- 
вильность х. м. многочлена Р является необходимым условием гипо- 
эллиптичности Р. 
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Из оценки (0.1) (см. [3]) непосредственно следует, что если х. м. 


Х (0) многочлена 0 строго лежит в Х (Р), то с некоторой постоянной 


С. > 0 при достаточно малых а Е С 


СГ|Р($)| < 1+ [Р(8) + а0($)| < Са + [Р(6)),\ё Е В" (0.2) 


Определение 3. (см. [5]) Многочлен Р называется почти гипоэл- 
липтическим, если с некоторой постоянной С > 0 


У [Ре = > “РГ < Са РП УЕ в". 


@Е М аЕ М 


Пусть Г, -множество тех многочленов Р от п-переменных, для 
которых Р(^) > ® при |&|->%®,6 Е ВП. 


ТЯзвасятт о 
азвестио 


валентны: 


ГАТ} что ресет 
ЕЕ» 49 гс, 


= 
1 


о 
о 


Голл 
хм. ь 


1) Р — почти гипоэллиптичен, 
2) т, Чр ($) > 0, 


3) Существует число бу = бо(Р) > 0 такое, что при всех 6 Е (0, до) 


[9,иоде-8Ё Е 1.›(Еп), Р(ри = 0} 
а {9, (02°) )е-8 Е 1,(Е”), Уа Е №}. 
Определение 4. (см. [1] определения 10.3.4 и 10.4.4) Говорят, 


что многочлен Р сильнее многочлена @0(Р доминирует над 0) и запи- 
сывают 0 < Р(0 << Р), если с некоторой постоянной С > 0 


ОФ = СР, ЕВ", 
(зирг 9($, О/Р(&,Ю) > 0 при Е >05), 


где для данного многочлена (9, 
0 =0@,1,а 9.0 = У 0] Мк. 


Если О < Р < 0, то говорят, что многочлен Р и 0 имеют одина- 
ковую силу. 


Определение 5. (см. [7]) Говорят, что многочлен Р мощнее 
многочлена О и записывают © < Р, если с некоторой постоянной С > 0 
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1901 = Са + РФ), $ ЕЁ" 


Наша цель в настоящей работе найти критерии гипоэллип- 
тичности и почти гипоэллиптичности многочленов в терминах срав- 
нения и описать множество тех чисел, для которых выполнаяется 
оценка (0.2) тогда и только тогда, когда Р гипоэллиптичен или почти 
гипоэллиптичен при О < Р. 


$1. Критерии гипоэллиптичности и почти гипоэллиптичности 
в терминах сравнения 


Предложение 1.1. Пусть Р и 0 многочлены с постоянными коэф- 
фициентами. Если 
П О<Ртобд-Р, 
2) О <<Р,то0 <Р, 
3) 19%) +1Р($)| 2 0 при |8] > ©, 6 Е В", то 9 << Р. 


Доказательство. Пусть 0 < Р. Тогда в силу леммы 10.4.2 работы 
[1] с некоторыми постоянными С; > 0, ]-= 1,2,3 из условия @ < Р имеем 


(10 ($) = зирь<119 ($ + 1)| $ С›5ирьи=1(1 + [Р($ +1) 0 
< СзР(&), Е Е ВП, 
те. 90 <Р. 
Утверждение пункта 2) непосредственно следует из теоремы 10.4.3 
работы [1]. 


Для доказательства утверждения пункта 3) достаточно, в силу тео- 
ремы 10.4.6 работы [1], показать что 


тДевИРсевт [0 (Е)УР(Е, г) = 0. 


Пусть для любого числа & > 0 


р; = $ ЕВ", 19 (5) + |Р(5)1 > #}. 


Так как, в силу условия |0(2)|/[1 + |Р(&)|] > О при |[& | > ©, 
СЕ В", для любого числа = > 0 множество О. ограничено, то 


текЗИРЕер, 19 (КУРЕ, В) < Ши зигер, [9 (МР, В) = 0 


Следовательно для любого & > 0 
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ТЛевВЗИРЕЕВ" 10(ЭИРЕ, в = ТЛев5ИРЕев”\ р. 10 (ОБЕ, 5. 
Так как, очевидно, что с некоторой постоянной С. > 0 
РЕ) > С.Р + т, 6 Е Тис ЕК, 
где := тах{|а|,аЕ (Р)}, то отсюда при |{| > 1 получаем 
тТДевЗИРЕЕвт 10 (ОРС, 2) < ба "=. 


Отсюда в силу произвольности = > 0 получаем соотношение 
(1.1). Прделожение 1.1 доказано. 


Лемма 1.1. Для гипоэллиптического многочлена Р следующие 
условия эквивалентны: 


Доказательство. Так как, в силу предложения 1.1, утверждение 
пункта 1) следует из пункта 2) (не зависимо от гипоэллиптичности Р), 
то покажем, что при выполнении пункта 1) выполняется и пункт 2) 
если Р- гипоэллиптичен. Предположим обратное. Пусть для гипоэл- 
липтического многочлена Р и многочлена О такого, что 0 << Р, 
следует что 


Пане» [9 (УИ [1 + |Р($)1] =0. 


Тогда существует число С. > 0 и последовательность 
(Ба е В", $ |-> при 8—0, 
для которых |0($)| > С. (1+ |Р($)|), $ = 1,2... 


Так как, в силу гипоэллинтичности Р, Р(&)->о при |< |->00, ЕВП, 
то отсюда, не умаляя общности можно считать, что 


10 (=) | > (С1/2)1Р(=*)|,$ = 1,2... (1.2) 


Аа 
‚5 


Обозначим Е; = И охаеме|Р(°)/Р (Е) ры 


Так как |2°|-—>% при $—0 и Р гипоэллиптичен ‚, то Ё; > оо при 
3—00. Тогда с некоторой постоянной (> > 0, в силу оценки (1.2) имеем 
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Зирхен” 0 ($,15)/Р(&,1;) > 0(5°,1,)/Р($%,1;) = 19°) УВ а;)= 


10 (Е, ПРЕ + Хоаемя|Р (Е | > |9 (ИС Р(Е°)| > 
Наб. 


что противоречит условию 9 <<Р. Полученное противоречие доказы- 
вает, что при условии выполнения пункта 1) леммы выполняется и 
пункт 2). Лемма доказана. 


Лемма1.2. Для почти гипоэллиптического многочлена Р сле- 

дующие условия эквивалентны: 
и. 
2) О<Р. 

Доказательство. В силу предложения 1 следует, что О<Р, если 
0<рР, не зависимо от почти гипоэллиптичности Р. Покажем, что если 
многочлен Р почти гипоэллиптичен и 0 < Р, т.е. с некоторой по- 
стоянной (, > 0,0(5) < СР(&), 6 ЕВП, то О5Р. Так как для почти 
гипоэллиптического многочлена Р с некоторой постоянной С› > 0, 


Р(Е) = У.Р@О(Е) < 6,(1 + [Р(Е)|,УЕЕ В", то 
(УП + [РП < 6,19 ®/В()) < 
< 6>(0(©)/Б(Е)) < С,С,УЕЕ ВП,т.е.05Р. 
Лемма доказана. 


Теорема 1.1. Многочлен Р гипоэллиптичен тогда и только тогда, 
когда из условия @<-<Р следует, что при 


|9], 5ЕВ" | 9($) ИР) ->0. 


Доказательство. Если Р гипоэллиптичен, то в силу леммы 1.1 
имеем, что при О<-=Р следует, что | 0(&) /П-+Р(®) | |->0, когда &|-ос, 
СЕК". 

Докажем обратное. Пусть для многочлена Р из условия 9 <<Р 
следует, что 0(5) /П-+-Р(®) ]|->0, когда &|-, ЕВ". Так как для 
любого 0 = аеМу, Р“Р << Р, то отсюда получаем, что 
|2" Р(5)/Р(&)| > О при |->, ЕВ", 0 з= аЕМУ, 

т.е. Р гипоэллиптичен. Теорема доказана. 
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Теорема 1.2. Многочлен Р почти гипоэллиптичен тогда и только 
тогда, когда из условия 0—<—<Р следует 9 <Р. 


Доказательство. Пусть Р почти гипоэллиптичен. Так как, в силу 
предложения 1.1 ОР при 9<-—<Р, то в силу леммы 1.2 получаем, что 
ОЗР при О<<Р, если Р почти гипоэллиптичен. Обратное. Пусть для 
многочлена Р из условия 0 <-<Р следует О ЗР. Так как для любого 


0 = аЕМ Р® << р, то всилу теоремы РР, 0 + аЕМл. 


Следовательно с некоторой постоянной С > 0, при всех ЕК" 


У Ре) = Р(+ > |2 (8 < РФ Са +126 < 


[2 ОаЕМу 


(С+0а + [Р 61, 


УСЕА", многочлен Р почти гипоэллиптичен. Теорема 1.2 доказана. 


$2. Добавление «младших» членов, 
сохраняющие исходные свойства многочленов. 


Лемма 2.1. Пусть многочлен Р и О с постоянными коэффициен- 
тами имеют одинаковую мощность, т.е. 9 < Р < 0. Тогда если 


1% - 
Пе = нпозллиитичен. 


. 
2) Р- почти гипоэллиптичен, то и 9 — почти гипоэллиптичен. 
Доказательство. Так как для любых многочленов Ри0О при 
О <Р следует, что Р<О (см. предлложение 1.1), то утверждение 
пункта 1) леммы докажем при более слабой условии, то есть когда 9 < 
Р< О. Пусть Р гипоэллиптичен. Тогда из условия 9 “РО в силу 
гипоэллиптичности Р с некоторыми постоянными С} > 62 > 1 имеем 


Сг"0(&) < 658$) < 1+ [Р(8)| < С2В(®) < 6108), ЕК" (2.1) 


Так как при всех 0 == аеМу, 0 << 0, то на основании теоремы 
10.4.3 работы [1] следует, что 0 << Р при 0 == ае Ма. Тогда, в силу 
теоремы 1.1, т.к. Р типоэллиптичен при |< |-0, ЕВ" имеем, что 


Хаво [0 (8) ИИ + [Р($) 1-50. 


Отсюда в силу оценки 2.1 при |&-—, ЕВ" получаем 


В.Н. Маргарян, А.Г. Хоршикян 27 





У ее Ив) = < > 9 +1 П 0. 


+0 #0 


Отсюда непосредетвенно следует гипоэллиптичноесть многочлена. 0. 


Докажем утверждение пункта 2). Из условия 0 < Р < 0 снекото- 
рой постоянной С; >1 имеем 


631 (1+ |9) < 1+[Р(&)| < 63а + [Р(&)]) ЕЕВ". 


Так как при О < Р следует, что Р < 0 (см. предлложение 1.1), то 
отсюда с некоторыми постоянными С; > 0,} = 4,5,6 в силу почти 
гипоэллиптичности Р имеем 


0(9) < С.Р) < 65 + |Р (8) < 5 а + 191, ЕЁ", (2.2) 


т.е. 0 почти гипоэллиптичен. Лемма доказана. 


На примере покажем. что утверждение пункта 2) леммы пере- 
стает быть справедливым, если условие 0 <Р< 0 заменить на 
0=Р<0. 


Пример 1. Пусть п-2, Р($) =. +А+8и0(®) =. 62. 
Не трудно заметить, что многочлены Р и 0 имеют одинаковую силу, 
но не имеют одинаковую мощность. При этом Р почти гипоэллип- 
тичен, а 09 не является почти гипоэллиптическим. 


Тем не мение справедлива следующая: 


Теорема 2.1. Пусть О <Р многочлены с постоянными коэффи- 
циентами, где Р гипоэллиптичен или почти гипоэллиптичен. Тогда су- 
ществует число ДЕ [0, оо), Д= А(0, Р) такое, что при всех а Е С, [а|А< 
1 многочлены Р иР + а0 имеют одинаковую мощность. Следовательно 
в силу леммы 2.1 многочлен Р + а0, |а|А< 1 гипоэллиптичен при гипо- 
эллиптичности Р и почти гипоэллиптичен при почти гипоэллип- 
тичности Р. 


Доказательство: непосредственно следует из оценок (2.1) (при 
гипоэллиптичности Р), (2.2) (при почти гипоэллиптичности Р) из 
леммы 2.1 и из следующей леммы 2.2. 


Лемма 2.2. Пусть О < Р многочлены с постоянными коэффициен- 
тами. Тогда существует число А= А(О,Р)Е [0, 5), такое что при всех 
а Ес, [а|4< 1 многочлены Р иР + а0 имеют одинаковую мощность. 


Доказательство. Из условия @ < Р леммы имеем, что 
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Д:= Ито 19 (ВИ + РП Е [0, °°) (23) 


Пусть аЕ Си [а|А< 1. Из условия |а|А< 1 следует, что сущест- 
вует= >> 0 такое, что |а|(Д + =) < 1. Из (2.3) следует, что существует 
число М = М(Р, 0, =) > 0, для которого при 


|591 = м, 9) И [1 + [Р($)] < А+. 
При || > М, &ЕВ" имеем 
1+ |Р($) + а0($)| > 1+ [Р($)| — [|9 ($) 
> (1+ |Р(®)р(а — [а[(А +2)). 


Так как при |&| < М, ЕВ" многочлены Р и 0 ограниченны, то от- 
сюда для таких а с некоторой постоянной С; = С,(а) > 1 получаем 


С“ +1Р()0 < 1+ |Р(&) + а9($)| < С. (4 +124), ЕВ" 


Лемма 2.2 доказана. 
На примере покажем, что в лемме 2.2 радиус области равно 
1/А , где А определяется по формуле (2.3). 


Пример 2. Пусть п=2, Р(ё) = & 2 + +#и0(8) =Я +8. 
Не трудно проверить, что 9 < Ри ТТ Ес 10а -+1Р(2)|) = 1. 
При этом если а < —1, то Р(&) + а0(&) = =2 . 22+ (а+ 1) (22 +=2) 
не мощнее Р. 


Через Г" обозначим множество тех вещественных многочленов Р 
от и-переменных, для которых Р(&) > © приё —> ©, ё с ВП. 


Теорема 2.2. Пусть Р и О — многочлены с вещественными по- 
стоянными коэффициентами, Р Е 1", ог40 < огаР и Д> 0 некоторое 
число. Если многочлен Ри Р + а0 при |а|А< 1, аЕ В имеют одина- 


ковую мощность, то ТЕ оо 1О(СИРС@)| < А. 


Доказательство. Предположим обратное, что 


6: = Дт, ОСИРС >А. 


[© ®] 
Тогда существует последовательность {&°} 521 с В", [25| ->% при 3—0, 
такая что 


19 (51 > (6 +А)/2 . [Р($°))  3=12.. 
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Так как Ри О —многочлены с вещественными коэффициентами, то 
существует подпоследовательность последовательности {#5}, кото- 
рую так же обозначим через {&°}5? 1, для которого С 


О(В)/Р(В) > (6+4)/2,5 =1,2..., 


либо 


0(0/Р(&) < - 6+4) /2. 


Ради определенности пусть 
О(/Р(®) > (6+1)/2,5 =12... (2.5) 


При 0(2)/Р(2) < -(6+4)/2,5 = 1,2... доказательство прово- 
дится аналогично. Из условия огаО < отАР теоремы следует, что 
существует последовательность {71°} 51 < А", [77° |-> при $—›0, для 
которого 0 (1°)/Р(1°) -> 0 при $ > ©. 


Так как О(2)/Р(&) непрерывна при достаточно больших & Е 
В" (условие РЕГ"), то отсюда и из оценки (2.5) следует, что су- 
ществует последовательность {17° } 21 с А", |7°|-->% при з—0, для ко- 


торого 0 (1°)/Р(и*) = (6 +А)/2 ‚5 = 1,2... 


Так как (2/(6 +А))-4< 1, то в силу условия теоремы, мно- 
гочлены Ри Р+ (2/(9-+А))-0О должны иметь одинаковую мощ- 
ность, что невозможно, тк. РЕМ, аР(7°) + (2/(6 + 4))0(9$) =0 
при $ =1,2... и | 11° |-> при $—%. Полученное противоречие 
доказывает, что оценка (2.4) верна. Теорема доказана. 


Теорема 2.3. Пусть РЕГ" и 0 многочлены с постоянными ве- 
щественными коэффициентами такие, что 


О < А, = Ито! 9 (©) /Р(Э|, © > 4»= Ит „19 (8)/Р(@)|. 





Тогда 


1) ОЕГ", 
2) Ри имеют одинаковую мощность, 
ь. 1 т 1 
3) Для любого а Е ( со, =) и ( п х) у (5-,+) 
многочлены Р, 9 и Р + а0 имеют одинаковую мощность. 
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Доказательство. Утверждение пункта 1) непосредственно сле- 
дует из условия РЕ "ид. > 0. Утверждение пункта 2) непосред- 
ственно следует из условий А1 > Чид>< ©. 


11 
Докажем утверждение пункта 3). Если аЕ (->, =) х те 
2 2 


|а1А< 1, то утверждение пункта 3) непосредственно следует из пункта 
2) и теоремы 2.2. 


Так как в силу условия теоремы со > = = т |0(0/Р(Е|, 
1 &—>00 


то по теореме 2.2 имеем, что многочлены О ид + ЬР имеют одинако- 


1 
‚ть 41> 1 


получим В (10 +Р = 0+ ВРи0, следовательно Р +3.0 и 9 имеют 
{ Е Ее Е 


Е ть. а )} при ео 1,5 =0, 


вую силу при || - <1. Отсюда для любого БЕВ,Ь=0 
1 


ъ 
`В 
то этим в силу пункта 2) утверждение пункта 3) полностью доказана. 
'Теорема 2.3 доказана. 


Следствие 2.1. Если, при условиях теоремы многочлен Р 
гипоэллиптичен или почти гипоэллиптичен, то для любого а Е К, 


1 11 1 а 
аеё (-<, -.) и (--, =) и (=, +%) многочлен Р - @0 такой же. 
А1 42 42 А1 


Доказательство непосредственно следует из теоремы 2.3 и леммы 2.1. 


ЛИТЕРАТУРА 


1. Хёрмандер Л. Анализ линейных дифференциальных операторов с частны- 
ми производными. М.: Мир, том 2, 1986. 


2. Казарян Г.Г., Маргарян В.Н. Критерии гипоэллиптичности в терминах 


ттт атила ре ТТ Х Лт АТТ МИ ТОРО д; 1&Л 120 таз 
„ЧЫ МИ раторов. Труды ПЛЕЕЕ КА Е. 17/7, 1ОМ Е, 1206194. 


мощности и си 


3. Казарян Г.Г., Маргарян В.Н. Об одном классе гипоэллиптических опера- 
торов. Изв. НАН Армения, том 41, н. 6, 39—56, 2006т.. 


4. Михайлов В.Н. О поведений на бесконечности одного класса многочле- 
нов. Труды МИАН СССР, том 150, н. 4, 143 159, 1965. 


5. Снланат 5., Куезсй Г. ТВе Мефо4 оЁ Мемцопз Роупейгопз тп Фе ТБеогу оЁ 
РБЕ, Юахсг Асаа. Раб Вет (1992). 


В.Н. Маргарян, А.Г. Хоршикян 31 





6. Никольский С.М. Первая краевая задача для одного общего линейного 
уравнения. ДАН СССР, том 146, н. 4, 767—769, 1962. 


7. Кагагуай а.. Оп а№ло БуроеШрис РоупотИаз. оК1. Розз. Аса4. Мак, 
398, п. 6, 701-703, 2004. 


СОМРАВГЗОМ ОЕ РОГУМОМТАТ $ 
ОЕ МАМКУ УАВТАВЕЕ$ 


Г.М. Магеатуаи, А.С. КРоту Куин 
ЗОММАКУ 
п 1$ оЁ сотрагзоп оЁ Роупопа8 \а$ оМаштед сгИепоп Юг 


БуроеИрисйу ап4 або БуроеШрисЙу ап сопзл4егей Фе дцезНоп 
оГадшоп оЁ 1о\уег от4ег петпЪегз ю зисН ро]упопиа[5. 


РАО ЪЧ ФПФПВОЗОХУЬГСО Ч РОО ПТООТУСГЬ 
АТОС ПЬ®З РС 


Ч.Ь. Слардшприй, И.9. Порорпий 
ПОФПФПЬО 


Рабат брр Бол болооаца@ Буча Чрмл читаоЧ Е 
Бао Ради роте 6 Балбарим Бо раю оао уаифаяр- 
ор, РаячЬи бл принар ЧЕ Е ра лото обра Орито Бр чабтроач- 
Обр ога оЧила Болрор: 


32 Вестник РАУ № 2, 2016, 32-42 





О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ МЕДЛЕННО 
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АННОТАЦИЯ 


В данной научной статье рассмотрены медленно меняющиеся 
весовые функции и установлены некоторые их свойства, а также 
получено достаточное условие гипоэллиптичности линейного опе- 
ратора Р(р) с постоянными коэффициентами. 


Ключевые слова: медленно растущая весовая функция, мед- 
ленно меняющаяся весовая функция, функциональная размер- 
ность пространства, гипоэллиптичность. 

М$С2010 питрег: 26А12 


81. Основные обозначения, 
определения и поставленные задачи 


Пусть ЛМ множество натуральных чисел, / множество целых 
чисел, №, =М№М\{0}, №, (пе М) множество п-мерных мультииндек- 
сов, т.е. точек @ = (6 ,....@,) с целыми неотрицательными компонен- 
тами, 7” ={а:а=(а,....@,), МЕХ, 1=1.....т}, Ки Е” п-мерные 
вещественные эвклидовы пространства точек &=(&,...6,) и 
х=(х,....х,), соответственно, К" ={6 Е А":& >20, 1=1,...п} и 


С" = В" ж" (Г =-1. Для любого 2еЕ А", УЕ А", #>0 и аЕ № 


"ЕЕ... 


у, 


в и Е 


обозначим  (ё 











п 
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И-Х и, ее, Б-Ь..0е, те В, =, либо 


р, = РВ ЕЙ: 
/ 

Пусть Ас А, некоторый конечный набор. 

Определение 1. (см. например [1] или [2]) Характеристическим 
многогранником набора А называется минимальный выпуклый мно- 
гогранник (А) < К. ‚ содержащий множество А‹/ {0}. 

Определение 2. (см. [1] или [2]) Многогранник Жс А’, 
называется полным, если 3 имеет вершину в начале координат и от- 
личные от начала координат вершины на каждой оси координат. 

Определение 3. (см. [1] или [2]) Полный многогранник »\ < А" 
называется вполне правильным, если компоненты внешних (относи- 
тельно У) нормалей всех (п-1)-мерных некоординатных граней поло- 
жительны. 

Для вполне правильного многогранника 3 через Л(5)) 
обозначим множество внешних нормалей АД = (%,....,/„) (п-Г)-мерных 


некоординатных граней, для которых ти, =1. 


1<51<п 

Пусть Ё линейное топологическое пространство. 

Определение 4. (см. [3]) Е называется локально выпуклым, если 
существует выпуклая окрестность нуля. 

Пусть Е локально выпуклое линейное пространство, 
О - окрестность нуля в Ё, а Ас Е некоторое множество. 

Определение 5. (см. [4]) Множество В называется = > 0 сетью 
множества А относительно Ц, если Ас В+Е0(. 

Для АСЕ через М№М(А,=()) обозначим наименьшее количество 


элементов =&>0 сети множества А относительно (И. Число 
Н(А,=0) = шп М(А, 20) называется &-—энтропией множества А 
относительно И. 

Определение 6. (см. [4]) Функциональной размерностью линей- 
ного локально выпуклого пространства Ё называется число 


Е = т Е Ща 258 
7 = ш№(/Е) 


где 0 и Г пробегают все окрестности нуля пространства Ё. 
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Пусть Р(О)= р» 7,0“ линейный дифференциальный оператор с 


а 


постоянными коэффициентами, а Р(&) = 3 у,5” его полный символ, 
[24 


где сумма распространяется по конечному набору 
(Р)={ае № :7,*0}. 

Определение 7. Характеристическим многогранником многочле- 
на Р(©) называется характеристический многогранник набора 
(Р)={аеЕ № :7,=0}. 

Определение 8. (см. [5] определение 11.1.2 и теорему 11.1.3) Ли- 
нейный дифференциальный оператор Р(Р) с постоянными коэффи- 
циентами называется гипоэллиптическим, если выполняется одно из 
следующих эквивалентных условий: 

1.) МР) ={ие С(К”): Р(Буи =0} < С”(К”), 

2.) |1 5 | >> ® при |6 | > °°, где се Пе С":Р(й) =0}:=3(Р), 

а = 0 при || <, бе А" 


ре 








3.) для любого @Е М,, 





0, 
РА |” 


4.) 4, (6) —> ® при || > °°, &е В", где 4,(&) расстояние точки 





СЕ В" от множества З(Р), 
5.) существуют положительные числа К и с, для которых 
1+4,(6)>&|8|, Убе М". 


Замечание 1. (см. [5] доказательство теоремы 11.4.2) Для любого 
многочлена Р с постоянными коэффициентами существует число 
К >0, для которого 


а.) 4,(6)<Ка+|6]), УЕ К", (1.1) 
6.) 4,(6+1)<4,(&)+|"|, У&пе #". (1.2) 
Определение 9. Дифференциальный оператор Р(О)= р 7,0“ с 




















ПОСТОЯННЫМИ коэффициентами называется эллиптическим, если 


и 20 при |6] #0, бе К", 


[@=т 


где т = тах {|0 : Е (Р)}. 
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Ю. Комурой в работе [6] доказано, что 
1.) если Р(О) эллиптичен, то А/У(Р) = и, 


П.) если Р(О) гипоэллиптичен, то АИМ(Р) < +=. 
Определение 10. (см. [1] или [2]) Дифференциальный оператор 
ОЕ 


с постоянными коэффициентами называется регулярным, если с неко- 
торой постоянной с > 0 


Ух | <е(Р(@]+1, УЕЕ К". 


ае\(Р)оМ№ 
В работе [8] доказано, что если для линейного дифференциально- 
го оператора Р(р) 


АЛУ(Р) = п, 
то Р(О) эллиптичен, а для регулярных гипоэллиптических операто- 
ров Р(О) 
АЙ\(Р) = шах{|1|: де ^(\(Р)}}. 
Для многочлена Р(&) с постоянными коэффициентами от п - пе- 
ременных, индекса /:1< ] <и и {> 0 через А,(4,,Г) обозначим 
А,(4 „„1):=467:З0Е В, 4,(6/(0))<в, 


Дб = (рн ре ее 
а © (0)=(6,...6.,0,6и»-..6,)Е В" ‚т.е. А’(4,,1) является проекцией 
множества 
Ф,(4,,1) = {СЕ В" :4,(5) < 
на координатную гиперплоскость 6, =0. 


В работе [8-9] доказано, что функциональная размерность прост- 
ранства решений гипоэллиптического уравнения Р(р)и =0 связана с 


поведением мер множеств Иа) 71=Ъ...й относительно # при 


1 —> += и получена следующая оценка: 
— штше5(А (Я 
ВОР) а а ЧИ) 
А ШЕ 
Определение 11. Неотрицательная функция й(&), определенная 


в А", называется медленно растущей весовой функцией, если сущест- 
вуют числа с > 0 и г такие, что 
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(чт) < с (6)а+|1’, ©. ПЕ К". 
Определение 12. Медленно растущая весовая функция й(&) 








называется медленно меняющейся весовой функцией, если 
ЖЕ+П) < (+ М для всех &,7]е А". 


Пусть Жс А” вполне правильный многогранник, для которого 





пах(у, 7) <1 при всех ДЕ Л(\). Обозначим 


5 (6)=> |, 


и 





где %°’— множество вершин многогранника %%. 


Замечание 2. Из условий (1.1) - (1.2) следует, что для любого 
дифференциального оператора Р(О) с постоянными коэффициентами 
функция 4,(5) является медленно меняющейся функцией. 

Замечание 3. Нетрудно проверить, что для любого вполне пра- 
вильного многогранника функция й;(&) является медленно растущей 
весовой функцией, а при (у,4)<1, УуЕ”, ДЕ Л(\) медленно ме- 
няющейся. 


Наша цель для заданных весовых функций 4(&) вычислить 
—— шсага(Ф, (ат 
Е(а):= Шт ОВ) 
> ШЕ 
и найти его связь с 


Е) та Фа.) 


> шё 
где т-мера Лебега, Ф (4,1) = {&е № :4(&)< 4, саг4А- количество 
элементов множества А. 


$2. Основные результаты 


Теорема 1. Для любой медленно меняющиеся весовой функции 
(2) Е) > п. 
Доказательство. Обозначим 5, = {6е №":||<1, и положим 


= (5). 





5, 
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Т.к. в силу условия теоремы 4(&)<а(0)+ |6 
> 4(0) имеем, что С(1) = {Е А": 


Следовательно, 








> Усе В", то при 
[|<:-4(0)} < Ф, (4,1). 





| | а& 
на ВИО а 30. (2.1) 
+ шё + ШЕ += Ш 

В интеграле, производя замену переменных & = (1—4(0))@ , получим 


ш | 4 ш | (-40)'а® 























а — 9 
15+ Ш 1 |2 
_ ш(-40)"|5) — ша-а0"+ш 5, 
= Пт = т = 
1 |2 >> |2 


Отсюда в силу (2.1) непосредственно получаем утверждение 
теоремы. Теорема 1 доказана. 


Теорема 2. Если для оператора Р(р) Е,(@,) конечен, то Р(О) 
гиппоэллиптичен. 

Доказательство. Мы докажем, что если Р.(4,) < +, то 
4, (©) > ® при |] —> °° (см. определение 8, пункт 4). Предположим 
обратное. Это означает, что существуют число М >0 и последова- 


ео 


тельность Е ‚ для которых 4,(5“)<М, при || ке Е 


Не умаляя общности, можно считать, что для всех [т; [#т 
|=" —&" 


К: К =1,2,... в силу замечания 1 








24,(0). Пусть #2М +а,(0). Тогда так как для любого 











а (0 
ава воем" О, 
а (0 
при |2-& |< " ры 
а (0 
бд В": |Е-&|< Е РеФиноми-ь,. 
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Т.к. для любых А =/ 


5,0) Сю (2') =©, 
ео о 
то 


42. [| 4== у [| ае=+ 
4, (&)<М+а, (0) = 54, Че (2) А Чу 
Следовательно, при {> М +4, ЮО 
т(Ф,(4,,г)) = +, 
откуда получаем, что РЁ, (А) = +°э. Полученное противоречие доказы- 


вает справедливость теоремы. Теорема 2 доказана. 


Теорема 3. Если для оператора Р(О) существуют числа 0<с<1 
и К>0О такие, что 
ме". (2.2) 





то 
п 
Е, (А ь) <-. 
с 
Доказательство. Пусть выполняется оценка (2.2). Тогда для 
любого #>0 
ФЕ СЕ": 
Из вложения (2.3) имеем, что 


| 428 1. А&. (2.4) 


От | 


ЕЙ. (23) 





1 
+1 \‹ 
В последнем интеграле произведем замену переменных & = [= @ 


п 


+1 \‹с 
Так как Якобиан этого преобразования равен „Л (= [ 1 ‚ то из 


оценки (2.4) получим: 


п п 


+1 \с +1 \с 
Е 
4, (&)< |< < [@=1 








(2.5) 
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Подставляя (2.5) в Е, (4) , получим 














п [79 п 
Е, (4) = ри 0 Ф, (4,1) _ В р 
а шп 1-5 шп 15 |2 [6 
что и требовалось доказать. Теорема 3 доказана. 


Теорема 4. Пусть 4(&) медленно меняющаяся весовая функция. 


Обозначим 


Ева 


1+ шё 
где Ф, (4,1) ={ае 2":4(@й)< 4. Тогда из существования одного из 
Е, (4), Е, (4) следует существование второго и Р,(4) = Е (4). 


Доказательство. Для любого ОЕ И” обозначим 
1 а 
Ка) = [< А": -а - = 
Очевидно, что т([(а)) =1. 
Зафиксируем 1 > 0.Тогда для всех а, Ве Ф. (4,1), а= В 
као КВу=© 








Ф.(а) с |) Ц®. 


@=Ф. (4,1) 


сата(Ф, (4,1)) представим в следующем виде: 


сата(Ф.(4,1))= рз пет] (] ®] (2.6) 


ОЕФ. (4,1) сЕФ. (4,1) 


Т.к. для любого &е (а) [&-@ 





оне 
2 


то 








Е-а- 58-й < 


В силу того, что 4 (©) медленно меняющаяся функция, имеем 
46) <4(и+6-9)<4(®)+|Е-а|< в бе |) 10. 


сЕФ. (4,1) 
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Из последнего неравенства следует, что 
М 
(] коеФ, | 4,1+-- |. 
@=Ф. (4,1) 2 


Отсюда и из (2.6) имеем, что 


р 


сат4(Ф. (4,1) < тез(Ф.(4,1+ е 


(2.7) 


Пусть {> Уи и Е Ф,(4,1- Уп). Обозначим @. = ([41,..[& ]), 


< 1=Ьп; 





&—[6:] 


Е -а:|- ЕЕ 


Из условия на функцию 4 имеем, что 





где [а] есть целая часть числа а. Тогда 


следовательно, 








4(о,) =а(&+а,-© аа. -&|<1-Ми+ Уи =. 
Следовательно, 


Ф,(41-Уп)е |) Ко, 


@=Ф. (4,1) 


где [(%) —замыкание множества /(@). 


Из последнего вложения в силу (2.6) получаем, что при #> Уи 


оЕФ. (4.1) 


те5(Ф.(4,1— Уп) < "= (| и) = >, тез([(@)) = сага(Ф, (4,1). 


аеФ: (4,1) 


Из неравенств (2.7) и (2.8) при #> т имеем 


ры 


тез(Ф,(4,1— /п)) < сата(Ф. (4,1) < тез(Ф, (4+) , 


(2.8) 


(2.9) 


откуда непосредственно следует утверждение теоремы 4. Теорема 4 


доказана. 


Следствие. Если 4(&) медленно меняющаяся весовая функция, 


для которой существует предел Ё,(4), то существует Е (4) и имеет 


место неравенство 
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Е (а) < Е. (а). 


Доказательство немедленно следует из вложения 


(] че |) Недев|ви+ 


И 
СЕФ, (4,1) @ЕФ. (4,1) 2 
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УДК 539.3 


ОТРАЖЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 
ОТ ПЬЕЗОУПРУГОГО СЛОЯ 


В.Г. Гараков 
Институт механики НАН РА 


гагакоу@уапаех.сот 


АННОТАЦИЯ 


В данной статье приводится решение задачи отражения элект- 
ромагнитной волны от упругого слоя из материала, обладающего 
пьезоэлектрическим свойством гексагональной симметрии класса 
бмм. В частном случае нормально подающей волны показано, что 
отраженная и преломленные волны не зависят от пьезоупругих 
свойств материала слоя. При косом падении волны установлена 
существенная зависимость амплитуды и фазы отраженный ВОЛНЫ 
от коэффициента электромеханической СВЯЗИ. 

Ключевые слова: отражение, пьезоэлектрический слой, 
электромагнитная волна. 


1. Упругий слой из материала с пьезоэлектрическими свойства- 
ми класса 6мм в декартовой прямоугольной систем координат (х, у, 2) 
занимает область 0 < х<й, —= < у<о, —=<2<‹о. На слой из полуп- 
ространства х< 0 падает поперечно-поляризованная плоская волна с 
компонентами вектора электромагнитного поля Ё,Е, и компоненты 
вектора магнитного поля Н,. Здесь индексы 1,2,3 соответствуют нап- 


равлениям координатных ЛИНИЙ х, у,2, соответственно, предполагает- 


ся независимость волны от координаты 2. Падающая волна приводит 


к возбуждению в пьезоупругом слое сдвиговых упругих колебаний. В 
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результате отражения и преломления электромагнитные волны будут 


зависеть от упругих свойств слоя. 





Рис. 1 


В дальнейшем величины с верхними индексами (1) и (2) будут 
относиться к областям х<0 и х>й, соответственно. Величины, 
относящиеся к области © <х<й, будут без верхнего индекса (Рис. 1). 

Согласно приведенным выше ограничениям, уравнения 
электродинамики для областей (1) и (2) будут 
Е’ д’ _ ЭН) НУ _, 98” ЭН _ 98 


2 › =1.2 1.1 
т ЕТО Е ЗОО 





Уравнение электроупругости для пьезослоя без приближения 
модели квазистационарности имеют вид [1] 


96; +96; м д? (1.2) 





дЕ, ЭЕ _ дв, ЭН, _Эр, ЭН, _ ЭЬ, 


› ‚ (1.3) 
дх ду 9 ду 9 дх 9 





Уравнения (1.2), (1.3) замыкаются следующими функциональны- 


ми связями (материальными уравнениями) 


ду ди 
Оз = 644 т —е5Ё, Оз =Си 7 —е5Ё» 
/ (1.4) 


ди 
Ра о В, =ИН, 
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Используя связи (1.4) для гармонических колебаний (ехр 109Г), 


уравнения (1.2) и (1.3) можно привести к автономным уравнениям от- 
носительно перемещения сдвига и’ и компоненты магнитного поля 
Н, [2] 

2 

и 
о 
г’ 


с? Ам = с = си (1+Х)/р, Х=еь /(2с) (1.5) 


ий 
АН, = 0 и (1.6) 





где А- двумерный оператор Лапласа, х— коэффициент электромеха- 
нической связи. 

При решении задач на основе уравнений (1.5), (1.6) компоненты 
электрического поля Ё,Ё, определяются следующим образом 


дЕ, _ ТЭН, _е5 д°» ОЕ, __19Н, _е5 д? 
0 & ду = дд’ д & дх Е ду 





(1.7) 


На границах раздела сред требуется удовлетворить следующим 


условиям 
ЕТ =Е,, Н®=Н,, 6, =0 при х=0 (1.8) 
Е, =Е®, Н,=Н®, 6, =0 при х=А (1.9) 


2. Согласно системе уравнений (1.1), для падающей на границу 


х =0 электромагнитной волны получаются известные выражения [3] 
а 
Н‚, = Аехр(а!-Ах-№у) 


Е‘) А ехр (в! -Ех-№у) (2.1) 


0 


Е А ехр/(в!-Кх-^у) 


0 


20106" = + (2.2) 
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Выражение для волны, отраженной от границы х=0, сле- 
дующие: 
1 : 
НФ = В, ехр (+ х- Ку) 


Е = 58 ехр! (и +Ах-Ку) ег 


20 
0 


Е 


10 


ый ехр! (61 +х-№у) 
&0° 


0 


Решение уравнения (1.5) представляется в виде: 

и= Л (х)ехр(@!-№у) (2.4) 

Подстановка (2.4) в (1.5) приводит к обыкновенному дифферен- 
циальному уравнению, общее решение которого есть: 

Л(х) = сзт®, М1 +с, соз А, /М-1х , (2.5) 
где приятно обозначение 1 = @®*А; с”. (2.6) 

Аналогичное решение для уравнения (1.6) будет: 

Я. = т зт А, \/9-—1х+с, созА, \еп-1х) ехрё (в! -—№у) (2.7) 
где 0=с2/(=и). (2.8) 

Согласно (1.7) и с учетом (2.5) и (2.7) выражение для компонент 
электрического получаются в виде: 


Е = [с,9тА, 9" -—1х- с, соз А, /9и-—1х+ 
50) 


+е®\/М-1 (с, т П- 1 -сзшА, п-) ри -№5) в 


Е, [ бп (с, соз А, ОИ 1х с, А, т) + 
20 


+е (с, $ А, |-1х+с, соз А, 1—1) ее) 
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Из уравнений (1.1) и в соответствии с выражениями (2.1) следует 
решение для преломленной электромагнитной волны в области х>й 


Н®) = А, ехр (ви -Кх-№у) 
ЕС Ра, ехр/(в#-Ах-^.у) (2.10) 
ЭТО) 


К 
Е®) = —_ А ехр (аи -х-Ку) 
= 


0 


3. Постоянные В,С,С,,С,,С., А, характеризующие амплитуды 


колебаний, должны быть определены удовлетворением граничным 


условиям: 
Н®=Н,, Е =Е,, о. =0 при х=0 (3.1) 
Н,=Е®, Е, =Е®, ©,=0 при х=й (3.2) 


Подстановка решений (2.1), (2.3),(2.5),(2.7),(2.9) и (2.10) с учетом 
Н®=Н®+НО, Е® = Е 0+ Е (3.3) 


приводит к следующей системе алгебраических уравнений относи- 
тельно искомых постоянных: 
АВ =С, 


(А-В) =, ( @п-1С, +е.®С, ) 

с (1+) М—1С. +5, =0 

Су зш А, |1 + С, созА, И - 1 = 2, ехр(-й 1) 

а Ует=и(с, ЕСО ная — (3.4) 
+е (С зи 1+ С, созА эй] == ЕСА, ехр(-И) 

си (1+) М-Е(С, оз, М -Ш- С, те 

+8 (Су зт, 91-11 + С, созй, т) =0 
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Из системы (3.4) постоянные С, и С, определяются следующим 
образом: 


о 2А А фт =: 2 /0т- Тео ор 7 


сцА о 


С. = 2% (1+х) м инь ой ково 
с 


(3.5) 


В (3.5) использованы новые обозначения: 


о=А т, В=А. 9—1 


ци, = ы: Е боетн В 65 ва 25 А 
= 


= =? оси (1+) /И-1 6.6) 


= 93 (созВ— с0$ 01) 
=0 








А= (1+) м {и \/@п-1созВ ый зов о 
20 
+1 созатВ + (1+5) /@п-1 15а ха В | те + 
1 
Е \/9и-1созВ | зов и токе М, 
5 & & 


1 Са 








Остальные постоянные определяются через С.,С, 


В=А а бт, +е-®С, | 
1 


А, = [С зтВ+(.4 + В, ) созВ | ехр(й) (3.7) 
е5 


гс (1+) /П-1 


Из (3.7) следует, что пьезоэффект влияет как на амплитуды отра- 


с =- 





(4+8,), С. =А+В, 


женной и прошедшей электромагнитной волны, так и на фазу. 
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4. В частном случае нормально падающей волны (А, =0) 


получается, что пьезоэффект не влият на отраженную и преломлен- 
ную электромагнитные волны [4]. Получается автономное уравнение, 


определяющее собственные колебания пьезоупругого слоя: 
. —1 о 
ва (с; ой) = (4.1) 
Для величины В,, характеризующей отраженную электромагни- 


тую волну, получается: 
а (1+7) созАй+= (1-1) зш АЙ 


= : 4.2 
‘в (1-АсозАй-=(1+ИзтАЙ — 





Представляет особый интерес случай, когда волна падает на слой 
под углом, но граница слоя х=й заземлена, т.е. имеет место условие: 

Е =Опри х=Й (4.3). 

В этом случае первые три уравнения, необходимые для опреде- 
ления искомых постоянных В, С, С., С,,С., из систем (3.4) остаются 
в силе. К ним присоединяются новые условия: 

С! со$К, М- —СозшА, М-№ =0 

С, созК, / 9 —Ш+С, зш А, /9п-Ш=0. 


В рассматриваемом случае для амплитуды отраженной электро- 


(4.4) 


магнитной волны получается: 
_ 8+1. К 


= 4.5 
' КЕ-Й ЕЮ ее 


1 › 
где 


В [било бп, (4.6) 


сок, 
(1+х) Ум-1 
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Из (4.5) и (4.6) следует, что амплитуда и фаза отраженной элект- 
ромагнитной волны зависят от коэффициента электромеханической 


связи Хх. Эта зависимость будет тем существеннее, чем параметр 
частоты" ближе к единице. 


Заключение 


При исследовании задачи отражения электромагнитной волны от 
упругого слоя, обладающего пьезоэлектрическими свойствами полу- 
чены, выражения для отраженной преломленной электромагнитной 
волны. Показано, что в случае нормально падающей волны пьезоэф- 
фект не оказывает влияния. При косом падении влияние пьезоэффекта 
существенно зависит от диапазона частоты падающей электромагнит- 
ной волны. 
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ш сазе оЁ оБПаие ап]е аШпе \мауе Ше атрШаде апа рБазе оЁ 
Фе теНесе4 \уауе зютИИсапИу Череп оп еесботесватсаПу 
сопрПпе Расюг. 
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УДК 517.9 


ОМТНЕ ТНЕОКВЕМ ОЕ АМВАВАОМТАМ 
КОК ОТВАС БУЗТЕМ 


Т.^. Нагирипуан 
Уегеуап 5жще Ошуег$Ку 


рагиокауайоо.со.иЕ 


УПММАКУ 


\е ргоуе Фа ш сепега| сазе Фе апа|осие оЁ Ёатопз Феогет оЁ 
Атфагхитлай Гог сапотса| Пигас зузет 18 по ге. п Ше вате Ите 
уе дезстфе Ше рагисШаг сазез, уПеп зоте апа1оспез аге гае. 

Кеузтог4з: Ше шуегзе рго Мет, @еогет оЁ Аифагтиимап, Оутас 
сапопса] зузбет. 


Ге м5 4епое Бу Кр, д,а,В) = (О, а,В) Фе ЪБоцидагу уаве 


рго ет Тог Пе сапомтса! Гугас зузрет (1, 2) 
а У\1 
— = 1 

Фу = В — г + обо = АУ, О<х<пу __ (1) 
\ пп 

у (0) соза + у2(0) 5ша=0, а о: (2) 
р пп 

ут (т) оз В + утв =0, ВЕ (-5,>| (3) 


зы | 
т о апа Фе таблх-РасНой 
Ро) т 
Ох) = ( 4 
® = 460-09 —_ 
изиаЙу саПеф а роепНа!. АБоцЕ р ап4 4 \е аззите Паё р, а Е 14 [0,п|, 
1.е. Шеу аге геа|, злиита Ме оп [0, п] шсНоп$. Ву Фе заше (©, а, В) ме 
Чспоеа Фе зеМа фо орсгаюг, эепегаеа Бу рго ет (1)-(3) ш НИБей 


зрасе оР\\о-сотропей! уестог-Рапсйопз 12 ([0, п]; ©^) (зее [3]. 


уфеге В = ( 
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[Е 1$ ме| Кпомт ([4], [5], [6]) Фа фе зресбга оЁ орегаог №(©, а, В) 
13 Чизсгее ап@ сопз15$ оЁгеа[, зпар[е еахепуаие$ Ли (п Е 4.), 


„Ап ЗА < "< З0<д<: <<. 


Умсв ме Чепое а50о Бу АД =4А,(О,а,В) = д, а, а, В), 
п, = 0, +1, 2, ..., етрбая7то Фе 4ерепдепсе Ди, оп р, 4, а, В, апа уисв 
Вауе Пе азутрюйс$ 


—а 
Яи(р, Ч, а, В) =п и, (5) 
УБетге т, = 1, (р,4,а,В) = 0(1), м\Теп п > 5, ип Могу Бу а,ВЕ 
|7, = апа р, а от Боипдеа зи зе оЁ 14. [0, п]. 
Та рагасщаг, 11 1$ а1зо Кпоууа па 


оо, б,а в) ти, пЕЙ. (6) 


ап4 рагатеег$ а апа В Нот зресга| дайа. Те зресйга оЁ ап орегафог 1$ 11$ 
зресга| даа. ТВеге аге а150 оег зресфга| даа (зее [7]-[13]). 


Е депое Бу и„(а, а, В), п = 0,1,2,.., Фе асепуаез$ оЁ Зеатгт- 
ГлоцуШе рго ет 


—у’+а(Х)у = ну, ХЕ (0, п), 9 Е 0, пи; С, 
у(0) соза + у(0) та = 0, аЕ (0,п]|, 
у(п) со5В+у (п) зшВ=0, ВЕ [0,п), 
Шел Фе Ётоиз Атбаггипиаи Феотет аззег: 


ТВЬеогет 1 ([14]). ТЕ 


Ил (45.2) РИ: А 


еп 4(х) = 0 абло$( еусгу\Пете (а.е.) оп [0,7]. 
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3 Шаее ай апаосче оЁ 'ТВеогет оЁ Атфагмимай Юг ргоМет 
(р, д, а, В)? 'ТВе зате: аге Феге ау ап4 Ву засв Ба Е 
ги ры Во — @0о 7 
Я=(Ф, 9, бо, Во) = Я (0, 0, о, Во) =н+ = ; пЕ Т, ( ) 
Феп р(х) = 4(%®) = Оа.е. оп [0, п]? 


Те апз\уег 18 песануе! Моге ргез1зе, Шеге 13 шНийе зе оЁ сапогиса!| 
роепйа!$ оЁ ве Гогт (4), Гог уфией Ше зеЁ оЁ епзепуааез {^» (р, 4, бо, В Е 
сошя1е у Ше зеё (7). ТЫз шЯпие зеЁ оЁ 1зозресёга] рофепна1з Чезсгфе@ шт 


рарег [15$]. 


Ехашре 1. Г.5 


= п(е' —1) (= зт2тх соз2тх) 


О. ЕЕ 
м  п+ (её -Тх\ соз2тх  зт2тх/ 


ПЕ 


8) 


а 


У\Теге # 18 ап агИгагу геа] рагатевег (# Е ®) апд 2% 1$ ап афигагу ицеоег (т Е 
2). ТВеп 


(ть 0,0) = 4.(0,0,0) =п, — пЕФХ, 


11 сз Шете аге шИАпИе (сопбииит) сапоплса| рониНа! танлх, ег Вот его 
танлх, эЛиср Пауе Фе зате зресёга аз его роепНа]1. 


'Гр18 ехатр[е ЮПо\з Вот Ше гезиНз оЁ рарег [15], зВеге уаз дезстфе4 
а| роз е сапотса| Оиас орегаюгз, умей Бауе Фе зате зресйга (1зозресга1) 
аз ап Нхеё Онас орегафот. 

Ви Е же (аКе ада тюпа| сопд 1 опз, еп И 1$ роз Ые 10 Виа Фе апа1о0сз 
оЁ АтБагтипиай Шеогет. Еог ехатр]е ш рарег [16] Феге 13 засВ а Феогет: 

'ГВеогет 2 (|16]). Г.её Рог робепна1 таблх О оЁ Фе Кии (4) заНзНей Те 
сопд оп: 

А,(0,0,0) =4„(0,0,0) =п КЮа!пЕ? 


ап 


9(0) = а(т). (9) 
ТЪеп 2(х) = Оа.е. оп [0,л]. 
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Г ме сотраге 115 гезаЙ 1 схатр|е 1, \е зее Фаё сопатюоп (9) гефиге 
Фаё е' — 1 = 0 1.е. Е =0. ТьаЕ плеапз аб ад опа! сопд1юпт (9) сопуег Фе 
ше зе оЁ 1зозресёга] робепиа1 (8) ю иптаие тего рофепба|. 

ш рарег [17| уаз Чезстбе тапу ад опа| сопд1опз еп Фе шуегзе 
ргоЫетз Рог Гутас сапотиса| орегафюгз сап Бе зо[ед Бу 163$ зресфта| Чайа, Фап # 
гедаие ш оепега| сазе. ш рагися]аг, ш [17] Ююнищае@ засП апаооез оЁ 
Шеогет о Атфагтминап. 


'ТБеогеш 3 ([17]). 
Га п п 
ПИ Ил. (0,4, 9,0) =пв г Е 7 ап зоте а Е (-=,0) у (0,7), Фей 
4(х) = Оа.с. оп [0,1]. 
2) ША, (р, 0, а," =п +45, Ун Е # апд зотеа Е (-=,= а = ы ШФеп 
р(>) = Оа.е. оп [0, п]. 


'Гьеге аге а1з0о Ме апа|ооиез ОР беогеи оЁ АтБагтаииай Рог пой сапоптса| 
Гугас орегаюгз. Ти рарег [18] газ сопяз4егей Ше аоеспуаме рго Мет 


У1(0) = у. (п) = 0. (11) 
Тп сазс /(х)} = О мс сап сони с слеспуа[асз (ап слеспбисНоп$) оЁ (10)-(11): 


До = -т, Як = ут? + К?, Як = -Ут? + К, (12) 
к =10.... 
п рарег ргоуед Ве РоПо\уше 
ТВеогет 4 ([18]). 120 < т < > апа УЕС[0, п]. 
Зиррозе Шаг (10) апа (11) ргодисе Ше зате зрестит аз И(х) = 0, 


1.е. Фа Ве е1оепуаез аге — апа +\/т? + К2, К =1,2,.... ТВеп УФ) = 0 
оп [0,п]. 

"Гиз гозаЙ оЁ Ногуай М. \уаз оспегаЦ7еЯ Бу Мацоп Кл1з$ ш [19] Юг п- 
Чиптепнопа! Гугас орегаюг оЁ (10) отт. 

АскпоУЛедотеп. Тр мо 28 зарробеё Бу Ме КА МЕЗ Зе 
Сопиитйее оЁ Зстепсе, ш Фе Н’атез оЁ ес тезеагсН ртоуесЕ № 151-1А392. 
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О ТЕОРЕМЕ АМБАРЦУМЯНА ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИРАКА 
Т.Н. Арутюнян 


АННОТАЦИЯ 
Мы доказываем что в общем случае для системы Дирака из- 
вестная теорема Амбарцумяна не имеет места. В тоже время мы 
описываем частные случаи, для которых имеют место аналоги 
теоремы Амбарцумяна. 
Ключевые слова: обратная задача, теорема Амбарцумяна, ка- 
ноническая система Дирака. 
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ФИЗИКА 


УДК 621.315 


ОПТИЧЕСКИЕ, ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ 
И МОРФОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
НАНОМЕТРИЧЕСКИХ СЛОЕВ ОКСИДА ИНДИЯ- 
ОЛОВА, ОСАЖДЕННЫЕ МЕТОДОМ 
МАГНЕТРОННОГО РАСПЫЛЕНИЯ 


Л.А. Ахоян 
Российско-Армянский университет 
рак Шеу@тай.ги 


АННОТАЦИЯ 

Данная научная статья посвящена изучению влияния вакуум- 
ного термоотжига наноразмерных пленок оксида индия-оло- 
ва (ГТО) на их оптические, морфологические и электрические ха- 
рактеристики. Пленки ГТО были осаждены методом магнетронно- 
го распыления при постоянном токе (ОС тазпегоп зрийегпз) при 
температуре подложки 175°С. После процесса осаждения пленки 
ТТО подверглись вакуумной термообработке при температурах 
250°С, 325°С и 400°С в течение 20 минут при давлении 0,4 Па. Из- 
мерения спектров пропускания и отражения показали, что полу- 
ченные пленки ГТО имеют высокую прозрачность (в среднем 
82%) в видимом диапазоне длин волн. Электрические измерения 
показали, что вакуумная термообработка приводит к значительно- 
му, почти на порядок, снижению удельного сопротивления от 
1,310 до 1,8-10— ом-см. АСМ исследования морфологии поверх- 
ности слоев ГТО показали, что пленки, осажденные при темпера- 
туре подложки 175°С с последующим термоотжигом при 325°С 
проявляют наиболее высокие показатели пропускания и имеют 
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близкое к металлическому значение (2,5 х 10“ Ом: см) удельного 
сопротивления. 

Ключевые слова: оксид индия-олова (ГТО), магнетронное 
распыление, тонкие пленки, вакуумный термоотжиг. 


Введение 


На сегодняшний день одним из самых важных вопросов для тон- 
копленочных солнечных элементов (СЭ) таких, как а-51: Н, СОЗ и 
СаТе, является повышение эффективности поглощения падающего на 
него солнечного излучения за счет уменьшения потерь в небазовых 
слоях [1, 2]. Оксид индия-олова (англ. шаат Тш Ох14е или сокращённо 
ГТО) — это сильно легированное полупроводниковое соединение с п-ти- 
пом проводимости, имеет хорошую электропроводность и большую 
(около 4эВ) ширину запрещенной зоны [3], что обеспечивает его высо- 
кую прозрачность в видимом диапазоне [4] и используется не только 
как антиотражающее покрытие, но и в качестве электродов для СЭ. 

При создании полупроводниковых приборных структур предпоч- 
тительными являются низкотемпературные методы осаждения пленок 
ГТО [5], поскольку высокая температура и большая мощность распы- 
ления приводят к ухудшению границы гетероперехода и самой базо- 
вой структуры СЭ из-за взаимной диффузии между соседними слоями. 
Несмотря на такой важный фактор, в большинстве работ тонкие плен- 
ки [ТО были осаждены либо при относительно более высоких темпе- 
ратурах подложки и мощностях распылительной установки, либо при 
комнатной температуре с последующим термоотжигом при более вы- 
соких температурах [6-9]. 

В данной работе для осаждения пленок ГТО использовался метод 
магнетронного распыления при постоянном токе (англ. ОС тазпегоп 
зрийегиз) с рассеянием вторичных электронов, предотвращающий до- 
полнительный (неконтролируемый) нагрев подложки в процессе рас- 
пыления. 

Пленки 1ТО осаждались при температуре подложки 175°С и 
мощности магнетронного источника 30 Вт. 

Целью работы было исследование влияния послеростового ва- 
куумного термоотжига на оптические, электрические и морфологичес- 
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кие характеристики полученных пленок [ТО. Термоотжиг проводился 
в вакууме при давлении 0.4 Па и при температурах 250°С, 325°С и 
400°С в течение 20 мин. 


1. Методика эксперимента 


Нано-размерные пленки ГТО были изготовлены методом ОС маг- 
нетронного распыления на установке Мапотазег-3500. В качестве 
подложек для осаждения слоев использовались очищенные фотоп- 
ластины толщиной | мм, вырезанные в виде шайбы диаметром 20 мм. 
Непосредственно перед процессом распыления подложки тщательно 
промывались с помощью поверхностно-активных веществ (ПАВ) в 
ультразвуковой ванне, затем несколько раз промывались в дистилли- 
рованной воде, чтобы полностью удалить следы ПАВ-а. После этого 
подложки подвергались очистке с помощью этанола в ультразвуковой 
ванне, а затем высушивались продувкой сухим воздухом. 

Для распыления слоев ГТО в качестве мишени использовались 
прессованные керамические таблетки оксида олова-индия состава 
(Гп2Оз : 5пО,) = 90 : 10 вес.) высокой чистоты (99.999%). Диаметр таб- 
летки составлял 5 см. Расстояние между мишенью и подложкой соста- 
вило 10 см. Значение рабочего вакуума составило 0.4 Па, а скорость 
потока аргона выдерживалась при постоянном значении 10 кубичес- 
ких сантиметров в минуту (англ. зсст — зап4дата сяыс сепитеег рег 
шшие) с помощью массового расходомера. Нами использовался аргон 
сверхвысокой чистоты Ат (99,999%). Мощность магнетронного источ- 
ника составляла 30 Вт, а время распыления составляло 10 мин. 

Распыление всех пленок ГТО проводилось при температуре под- 
ложки 175°С с последующим термоотжигом в вакууме при температу- 
рах 250°С, 325°С и 400°С в течение 20 мин. 

Морфология и шероховатость поверхности пленок ГТО исследо- 
вались атомно-силовым микроскопом (АСМ) типа Зо]уег МЕХТ (ком- 
пании МТ-МОТ Тс.) в полуконтактном режиме. Измерения спектров 
пропускания и отражения пленок ГТО проводились в диапазоне длин 
волн 400-1000 нм с использованием двухлучевого спектрофотометра 
ЕШтевлс$ Е20. 

Электрические измерения проводились с помощью четырех-зон- 
дового метода на стандартной установке ИУС-3. 
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2. Оптические характеристики 


На Рис.1 показаны спектры пропускания пленок ГТО, получен- 
ные методом магнетронного распыления при температуре подложки 
175°С с последующим термоотжигом в вакууме при давлении 0.4 Па и 
при температурах 250°С, 325°С и 400°С в течение 20 мин. При более 
высоких температурах термоотжига, начиная с температуры 325°С и 
выше, наблюдаются изменения спектров пропускания. Коэффициент 
пропускания меняется в пределах 73—94 % в диапазоне длин волн 400— 
1000 нм. Все пленки ГТО проявляют высокую оптическую прозрач- 
ность (в среднем 82%) в видимом диапазоне, играющую важную роль 
при их использовании как в качестве антиотражающего покрытия, так 
и в качестве металлических контактов для СЭ. Однако следует отме- 
тить, что термообработка приводит к смещению спектра пропускания 
в сторону коротких длин волн, а также к увеличению среднего значе- 
ния пропускания, что связано с улучшением кристалличности ГТО, что 
коррелирует с результатами АСМ исследований. 
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Рис. 1. Спектры пропускания пленок [ТО, распыленных при 
температуре подложки 175°С с последующим термоотжигом 
в вакууме при 250°С, 325°С и 4007°С. 
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3. Электрические свойства 


Влияние температуры вакуумной термообработки на удельное 
сопротивление пленок ГТО измерялось с помощью четырех-зондового 
метода. В таблице 1 приведены электрические свойства тонких пленок 
ГТО, осажденные при температуре подложки 175°С с последующим 
термоотжигом в вакууме при температурах 250°С, 325°С и 400°С. Уве- 
личение температуры термоотжига приводит к существенному, почти 


на порядок, уменьшению удельного сопротивления от 14 х 10 до 1,8 
х 10* Ом:см. 


Таблица 1. Электрические и оптические свойства тонких пленок [ТО, 
0 
осажденные при температуре подложки 175`С с последующим 
термоотжигом в вакууме. 




















Температура тер- | Средний коэффициент Удельное сопро- 
моотжига (°С) пропускания (%) тивление 
(Ом: см) 
175 82,39 1,3 х 107 
250 82,42 1,4 х 10° 
325 82,44 2,5 х 10" 
400 81,98 1,8 х 10 














4. Морфологические свойства 


На Рис.2 показаны типичные 2мкм х 2мкм АСМ изображения 
пленок ГТО, осажденные методом ОС магнетронного распыления на 
стеклянные подложки при температуре 175°С, а на Рис. 3 показаны из- 
менения морфологии поверхности того же слоя ГТО после термоотжи- 
га в вакууме при температуре 325°С. Для получения статистических 
данных были исследованы несколько АСМ изображения различных 
участков поверхности каждого образца. Установлено, что наибольший 
размер зерен (со средним значением 58 нм) наблюдается для пленок 
ГТО, которые подвергались термообработке при температуре 325°С. 
Этим можно объяснить и наблюдаемую более высокую оптическую 
прозрачность. Дальнейшее увеличение температуры термоотжига при- 
водит к уменьшению среднего размера зерен (со средним значением 
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40 нм, Рис.4), что может быть связано с потерей кислорода в процессе 
термообработки. 
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Рис.2. Типичные АСМ изображения и распределение размера зерен 
пленок [ТО, осажденные при 1 750С температуре подложки. 
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Рис.3. Типичные АСМ изображения и распределение размера зерен 
пленок [ТО, осажденные при 1 С температуре подложки 
с последующим термоотжигом при 325 к 
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Рис.4. Типичные АСМ изображения и распределение размера зерен 
пленок [ТО, осажденные при 1 750С температуре подложки 
с последующим термоотжигом при 400°С. 


90 


5. Заключение 


Отработана методика получения пленок ГТО методом магнетрон- 
ного ОС распыления из мишени ГТО в атмосфере чистого Аг (без по- 
дачи О>). Исследовано влияние последующего (после процесса осаж- 
дения) вакуумного термоотжига на спектры пропускания, электропро- 
водность и морфологию зернистости пленок. Показано, что термоот- 
жиг в вакууме при давлении 0,4 Па в диапазоне 325'С-—400°С приводит 
к увеличению среднего значения пропускания от 82,39% до 82,44% и 
почти на порядок к уменьшению удельного сопротивления (от 1,3-10° 
до 1,8:10“ ом‘см). Повышение температуры термоотжига (свыше 
350°С) приводит к незначительному ухудшению пропускания и умень- 
шению зернистости структуры. 

Нами установлено, что высоких значений пропускания и малых 
значений удельного сопротивления (близких к металлическому) мож- 
но достичь не только путем повышения температуры подложки в про- 
цессе осаждения и больших значений мощности магнетрона, а также 
путем осаждения при низких температурах подложки и последующего 
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кратковременного низкотемпературного термоотжига в вакууме, не 
приводящих к ухудшению границы гетероперехода и самой базовой 
структуры СЭ, играющих важную роль для повышения эффектив- 
ности СЭ. 
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ОРТТСАГ, ЕГЕСТЕСАГ АХО МОВРНОГОСТСАГ РКВОРЕВТЕ$ 
ОЕТТО МАМОМЕТЕ!С ГАУЕВ$ РЕРОЗТТЕО 
ВУ ОС МАСМЕТВОМ 5РОТТЕВИХС 


Г. Накйоуап 


АВ$ТВАСТ 

Тве \’отК 15 деуое4 0 Фе еЁЙесё оЁ уасиит Фегта| аппеаПпе оЁ 
шашт п Ох4е СТО) папотейлсе НШ оп Фет орйса|, 
тогрВо|оз1са| ап еесёса] сБагас{ет15Ясз. ГТО Н|л$ \еге дерозИеа 
Бу тефо4 оЁГ ОС тазепебоп зрибение аё забзбайе 1етрегавате оЁ 
175°С. АЙег деро$юп фе ТТО Я|из \меге зиб]ес!е4 1ю Неаё теаниеп! 
аё {етреганигез оЁ 250°С, 325°С апа 400°С ог 20 шимиез аё а 
ргеззите оЁ 0.4 Ра. Тгапзиииапсе ап геЙес{апсе зрестга зпо\ме@ ва 
фе ТТО ИЯПл$ Ваз №12} фтапзрагепсу (82% оп ауегазе) ш фе у151Ые 
зресёгат. ТНе еесфлса| теазигетет$ зНо\уе а Ше уасиит Кеай 
теайтепЕ |еа45 ю а $1етиИсапе (а10$ ап от4ег оЁР тазпиаде) 
Десгеазе ш гез15Нуйу Ёот 1,3: 10° ир ® 1,8 . 10“ обт * ст. АЕМ 
збаЧез оЁ ТТО 1ауег$ зигасе тогрБоозу геуеае@ Фа Фе И|5 
дерозИе@ аё зибзшайе 1етрегацие оЁ 175°С ИВ ро$-дероз оп 
Бега! аппеаЦие аё 325°С ехыБи Фе Б1оВе( гапзпапсе ап@ Ваз 
Бе гез15НУЙу оЁ2,5 х 10“ обл - ста с10е ю Ше уаше оЁтез1НуЙу оЁ 
теа[5. 

Кеумога5: шт Тш Ох4е (ГТО), тазпейоп зрийегте, т 
Н]п1$, уасиит фегта| аппеаПиэ®. 


СОАО Ьо ФПСБЗГОО БПОУЦчПЧ 9$08Чч9О 
ПУ ПЗИФОЗЬО БУЗБПРУОЬ-ОТПЧЬ ОРУБЛЬ ОМ$ЬЧОЧОХ, 
БЕ6ч$ГИ ЧУ 1 ОПГЪПТП9РИ Ч 20$5$чПЮЗПРУЬГС 


[.Ц. сириплий 


ЦОФПФПЬУ 
Чо рр рр б Е Ча ото обр шара ола цаа- 
цеорцеаа отароаоларр ар боудифолье ропбо-ооЧр ор- 
ардр (ТГО) очуар ия, НЕЦиара аа Ц Чорфораро о Вилл 
Уоторта рр Чро: ТТО рари ро рр чилаоЧЬ 6 ша- 
пррабрр 1759С обруЧииларбаар ападбоотьи ааа биройоцира 


Л.А. Ахоян 





фообориа@ Бао ра Баашанот@  Боо@рр (ОС 
шарпегоп зрайетт?): Злипборт 9 Бешо рома ро Барар- 
Че 6 20 рочё шИолонедаЧр ЧифотонИалра обра Ча 
250°С, 325°С й 400°С обрЧилиюр ира | 0,4 Пи &аощаа ща- 
Чао бро: Ощер а дла запфон аб ро Чбалотч БО аб Чаларь, ор 
чита 9Чцб ГТО рошаари ро отабЫ ЧЬб рифа фрочеюта (82% 
Урори шрдро]) шбам@ р шрроцрры: ВЕ иро ол БЕуоаао- 
моет ар 9049 &а =ЧЫ, ор Чафотот аа обрЧио а отр 
РЕроти Е оба арлар прубафросолай ОЧааЧ ар‘ дрерь ЧЕ 
Улраол (1,3-103 - ра чрызй 1,8-104 ОЧ): Чоа-отдачра Чил- 
ращрила о (АЕМ) Чалолар аб БЕулаарлооорота рр УЧфаотч 
Бы м Чаарь, ор абобрр 1755С обру алая вина шиа- 
пе чили Чилб @ 3259С обруиилар&иаиоти обра а В- 
вара оа5 ГГО рошаара ро паб даб орпотаоротруаа а 
дара рор @ ава ар пророчат р 2,5 х 10-4 ОЧ-а\ ар- 
дЕрпот, про Чо Е Убилащебрр ба ларлар прЧафрруе ур: 
2ролрохоьр рапрос-ора Ч орирт; (ТТО), ЧлааиБллробияр 
фо2барот\, роаро а ро р, Чи ротор обрати: 
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УДК 621.315 


КРИТИЧЕСКИЙ РАДИУС ПОЛНОГО ОБЕДНЕНИЯ 
НАНОПРОВОЛОКИ ИЗ АРСЕНИДА ГАЛЛИЯ 


В.А. Хачатрян! 
Российско-Армянский Университет 
уагу.кКрасйатуат1990@этай.сот 


АННОТАЦИЯ 

В работе представлена элементарная аналитическая модель 
для оценки критического радиуса полного истощения в полупро- 
водниковых нанопроволоках из арсенида галлия. Истощение по- 
лупроводника имеет место за счет захвата носителей заряда на по- 
верхностные центры, вследствие чего наблюдается изгиб зон. 
Приведенная модель описывает зависимость критического радиу- 
са от уровня легирования и параметров поверхностных состояний, 
что позволяет оценить проводящие свойства нанопроволок, лими- 
тированные, в частности, поверхностными эффектами. 

Ключевые слова: полупроводник, нанопроволоки, критичес- 
кий радиус, полное истощение. 


1. Введение 

Среди других наноструктур, полупроводниковые нанопроволоки 
(НП) с диаметрами от 10 до 100 нм и довольно большим аспектным 
отношением (радиус/длина), порядка 10?, даже при отсутствии кванто- 
размерных эффектов, возможно использовать в качестве различных 
фотоэлектрических устройств, в частности, для фоточувствительных 
элементов, высоко интегрированных оптоэлектронных устройств [1], а 
также солнечных элементов третьего поколения [2]. Фотодетекторы на 
основе НП обладают высокой светочувствительностью по сравнению 
с их объемными или тонкопленочными аналогами благодаря их боль- 
шому объему и соотношению малых размеров, сравнимых с диффу- 
зионной длиной носителей заряда [3,4]. 
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Благодаря большему отношению поверхности к объему, НП со- 
держат чрезвычайно высокую плотность поверхностных состояний, 
что приводит к нахождению уровня Ферми вблизи середины запре- 
щенной зоны. В связи с обменом электронов между поверхностью и 
объемом и их захватом на поверхностные состояния в НП начинает 
образовываться область полного истощения с шириной порядка диа- 
метра НП [5], которая имеет сильное влияние на электрические и фо- 
тоэлектрические характеристики НП и, как следствие, на различные 
устройства на их основе. Контроль толщины обедненного слоя имеет 
важное значение для функционирования устройств НП в качестве по- 
левых транзисторов [6], фотопроводящих оптических детекторов [7] и 
солнечных элементов [8]. 

В дальнейшем мы будем считать, что радиус В нанопроволоки 
больше, чем длина волны де Бройля, следовательно, кванторазмерные 
эффекты не учтены в расчетах. 


2. Изгиб зон и критический радиус 
В работе рассматривается полупроводниковая нанопроволока с 
акцепторным типом центров поверхностной рекомбинации, плотность 


которых равна М№,. Электроны из объёма захватываются на поверх- 


ностные центры, в результате чего поверхность заряжается отрица- 
тельно и вблизи поверхности образуется положительно заряженная 
область объёмного заряда, имеющая толщину @. Зонная диаграмма 
полупроводниковой нанопроволоки принимает следующий вид: 

ы 





Рис.1. Зонная диаграмма нанопроволоки. 
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В результате, имеет место изгиб зон вблизи поверхности и обра- 
зуется потенциальный барьер Ох (рис.1). Для того, чтобы электрон 
смог достигнуть поверхности и рекомбинировать, ему нужно преодо- 
леть потенциальный барьер Чо. При некотором критическом радиусе 
нанопроволоки Кс область объёмного заряда занимает весь объём на- 
нопроволоки. Нужно отметить, что подобный эффект возможен, если 
НП имеет такой радиус, что электроны из объема НП не в состоянии 
заполнить все поверхностные состояния: 


а 
2 





Для определения зависимости потенциала от координаты необ- 
ходимо решить уравнение Пуассона в сферических координатах. Так 
как длина проволоки намного больше, чем его радиус, то можно счи- 
тать проволоку бесконечно длинной. В этом случае получим одномер- 
ное уравнение: 











1291, 29 еМ№ь 
Е 1 
г ди |; дг °) 2Е) (1 
Ф(К-@)=0, 
Ре 0 (2) 
И Г=А-@ 
аф __ еп, 
А! | к 52 





где № — концентрация легирования, & — диэлектрическая проницае- 
мость, &, — диэлектрическая постоянная, е — заряд электрона. 


и. = лы › (3) 


тер. Е] 





Е„ =Ес(0) - КТ ШПМс/ М], Е„- Ес(К) = Ф(К) (4). 


Из третьего граничного условия, учитывая (3) и (4), получим: 
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е М; 
22) 





] 





№ Е еф(Е) 
1+—6 5]. 
м ехр[ т ехр[ ЕТ 


№ Е 
Введя обозначениеа = Е ‚ получим: 
ур) 


М 1 
9®)=-=*. (5) 
о тна-екы- “8? 





Решив уравнение (1) с граничными условиями (2), получим: 


‚ 2М,8 | 
а м Г. 
2 1+аехр[“ “2 (2Во-@-2(В- в) т У 
4ЕЕКТ К-@ 


2Юо 











которая позволяет получить связь между величинами №, А, Ми Е... 


В случае, когда весь объем НП становится ОПЗ, при этом 
@—> К, К = Кс. Тогда получим: 


ао ь 
о 


2 5 4 Т . 
где: К ты. — —ь 5Б= и 
Му е” №, К К 


3. Результаты и обсуждение 

В работе исследована зависимость критического радиуса СаА$- 
НП от уровня легирования, плотности поверхностных состояний и их 
энергии ионизации. 

Рис.2 показывает изменение критического радиуса для различ- 
ных значений энергии ионизации поверхностных состояний при фик- 
сированных значениях уровня легирования (Рис.2). С ростом энергии 
ионизации значение критического радиуса увеличивается. Эта зависи- 
мость обусловлена тем, что более глубокие поверхностные центры 
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приводят к большим изгибом энергетических зон и, следовательно, к 
большему числу захваченных электронов. 
{Ма=107, №а=2=107', Ма=3»=107 } 


10 


80 





40 


20 





Рис. 2. Зависимость критического радиуса от энергии ионизации 
поверхностных центров для СаА5-НП. 


На Рис.3 показано изменение критического радиуса от уровня ле- 
гирования при различных значениях концентрации поверхностных 
состояний. На графике видно, что состояние полного обеднения НП 
достигается при меньших радиусах, если степень легирования увели- 
чивается, т.е. увеличивается число электронов в объеме. 


{№з=108 ‚ №=2»=10(, №=5»=10и } 





10 


и 2х107 4х1077 6х107 8х107 1х 10:8 


Рис. 3. Зависимость критического радиуса от уровня легирования 
для СаА5-НП (Е; =0.25е7 ). 
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На Рис. 4 показана зависимость критического радиуса от плот- 
ности поверхностных состояний. С ростом плотности поверхностных 
состояний увеличивается возможное число захваченных электронов, 
т.е. полное обеднение имеет место для НП с большим радиусом. 


{Ма=107, М№а=2»107', 5=107"} 





6 2х10: 4х10** 6х1": 8х 10": 


Рис. 4. Зависимость критического радиуса от плотности 
поверхностных состояний для СаА5-НП. 


Заключение 

Захват заряда на поверхностные состояния НП приводит к обра- 
зованию обедненной области вблизи поверхности НП. Описанное яв- 
ление приводит к уменьшению его электропроводящих характеристик, 
что является важной функцией в большинстве электронных устройств. 
Для НП с малыми радиусами или с низким уровнем легирования коли- 
чество свободных носителей мало, и, в результате их захвата на по- 
верхностные центры, НП может быть почти или полностью истощена. 
Простой аналитический подход был предложен для оценки критичес- 
кого радиуса НЦ, который соответствует полному истощению для 
данной плотности поверхностных состояний, энергии ионизации и 
уровня легирования объема. 

Все выше рассмотренные эффекты истощения должны быть при- 
няты во внимание при разработке конкретных устройств на основе 
НП. Одним из способов уменьшения негативного воздействия поверх- 
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ностных состояний является пассивация поверхности за счет его пок- 
рытия соответствующей тонкой оксидной или полупроводниковой 
пленкой (гетероструктура типа ядро-оболочка). 


— 


> 
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АВ$ТВАСТ 

\е Вауе ргезеще4 а зпир!е апа[уйса| то4е! ог езИтайпе спйса!| 
тадтаз оЁ № дерейоп ш СаАз зеплсопдис®юг папо\утез 4ие ю 
сКагое сагпег таррше а зитРасе з{е{ез ап4 га41а! фапа Беп@ то. ТБе 
то4е| дезстЬез Фе сп@са! га@аз Епсйопа| дереп4епсез оп дорше 
|еуе], зиГРасе за{е$ рагатеегз ап арреагз аз а уегу изей 1001 ю 
ипаег$ап фапзроге ргорегйез оР папо\тез шиие4 рагасшайу Бу 
зигасе еес{5. 

Кеууог05: зеписопдис@юг, папо\лгез, спаса[ гад паз, Ра дерейогп. 
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УПУПТОгГЬ ЧГБ$РУЧЦУЧИЦ\ СИПОЧЬЛС 


Ч. Ц. пшяитрлий 
2 -Пуоллло ола Баколаоарал о 


ЦОФПФПЬУ 

ПЦоалилаарот( Ибраоа9Чил6 “дара ЧотЫр 2091 Е мира 
аблабола  Пролабодортуацри болбоарр рр ра ори - 
Пр а пероч Врр биацаяри Шфорр заррочрр драм Е ма 
роде ма@ппарр: Гророа@рраеро Чпа@Чоту ВЫ Ча бброочречирь 
Чё обор УопчЧро, разр ББ бароЧ Апиа орЧоеу Е бааниира 
Тр9рр аррочр, & драрабрр 2 оы: ЗЕОИоалаоЧааб ЧодЫр 6 а- 
риоароьу Е Чррааруо и оиооир Чара бер от рЕарра9- 
Ч пидор бара @ Чара ореоуре Ура ебрра, ро воц Е 
лира абболлЬ Пабопарр Боморооа або ра а р` олаа- 
фо аб, По бооролч а, ЧЕЧЕрооо ещо ЧА ароч: 

2рблариар6р` Чразабажщорирь, блабоар, Зри раа о- 
ри ри: 


75 


76 Вестник РАУ № 2, 2016, 76-85 





ХИМИЯ 


УДК 547.491.8.07 


СИНТЕЗ ПРОИЗВОДНЫХ 
5-((ПИРАЗОЛ-4-ИЛ)ТИО)-1,3,4-ТИАДИАЗОЛА 


А.А. Григорян, Э.Н. Амбариумян, А.С. Ворсканян, А.П. Енгоян 


Российско-Армянский университет 
Национальный аграрный университет Армении 


ауепгоуап@тай.ги 


АННОТАЦИЯ 


На базе 3-фенил(бензил)-1,3,4-тиадиазолидин-2,5-дитионов и 
5-(алкилтио)-1,3,4-тиадиазол-2(3Н)-тионов синтезированы их со- 
ответствующие 5-пентан-2,4-дионы. Гетероциклизацией послед- 
них гидразином и его различными М-замещенными производными 
получен ряд бициклических и трициклических соединений с соче- 
танием в молекулах 1,3,4-тиадиазольного, пиразольного и пири- 
мидинового циклов. При предварительных лабораторно-вегета- 
ционных испытаниях синтезированные соединения проявили 
свойства стимуляторов роста растений. 

Ключевые слова: 1,3,4-тиадиазол, гетероциклизация, пиразо- 
лилтио-тиадиазол, ростостимуляторы. 


Производные 1,3,4-тиадиазола проявляют широкий спектр био- 
логической активности. Соединения, синтезированные на базе этого 
гетероцикла, используются как в медицинской практике, так и в сель- 
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ском хозяйстве в качестве химических средств защиты растений [1]. 
Неудивительно, что поиски новых лекарственных препаратов и пести- 
цидов в ряду новых производных 1,3,4-тиадиазола продолжаются, сре- 
ди которых обнаружены соединения с противосудорожной, антимик- 
робной, противовоспалительной, анксиолитической, противогрибко- 
вой, противоопухолевой, противотуберкулезной, анестетической, ан- 
тидепрессантной [2-12] и пестицидной [13,14] активностями. 

Учитывая пестицидную активность некоторых соединений, син- 
тезированных нами ранее в ряду З-замещенных 1,3,4-тиадиазолов, а 
также доступность и высокие выходы их синтеза [15—20], представля- 
лось целесообразным продолжить синтетические работы в этом на- 
правлении на базе этого гетероцикла. 

Целью настоящего исследования явился целенаправленный син- 
тез неконденсированных бигетероциклических систем с сочетанием 
в молекуле 1,3,4-тиадиазольного и пиразольного гетероциклов. 
Производные последнего также являются объектами пристального 
внимания исследователей в плане поиска новых средств защиты 
растений [21-31]. 

В качестве исходных продуктов использовались 3-фенил(бен- 
зил)-1,3,4-тиадиазолидин-2,5-дитионы (1,2) и 5-(алкилтио)-1,3,4-тиа- 
диазол-2(3Н)-тионы (7,8). Их взаимодействием с ацетилацетоном по- 
лучены соответствующие 5-пентан-2,4-дионы (3,4,9,10). Исходные 
соединения (1,2,7,8) могут существовать в тионной или тиольной тау- 
томерных формах. Наличие в спектрах °С ЯМР сигналов в области 
185 м.д., относящихся к двойной связи С=5$, согласуется с их тионной 
структурой. Вместе с тем реакция замещения может протекать как по 
атому серы, так и по эндоциклическому атому азота. Исчезновение 
поглощений двойной связи С=$ в спектрах 3С ЯМР указывает на то, 
что реакция замещения осуществляется по атому серы. 
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1,3,5 В = С5Н&; 2,4,6 В = СН.ССН%; 7,91 В! = СНз; 8,10,12 В! = С.Н.5. 


сн 
м 
В? =а) Н, Б) СН», ©) СбН., 4) р-СНз-СоНа-50», ©) ным-— \ 
о 


Гетероциклизацией соединений 3,4,9,10, замещенными гидрази- 
нами, синтезирован ряд целевых 5-((3,5-диметил-1Н-пиразол-4- 
ил)тио)-1,3,4-тиадиазолов с различными заместителями в пиразольном 
цикле (5,6,11,12). 

При предварительных лабораторно-вегетационных испытаниях 
синтезированные соединения оказывали стимулирующие действие на 
рост растений в интервале 50-87% по сравнению с широко применяе- 
мым ростостимулятором гетероауксином. Три из них, которые облада- 
ли активностью выше 70%, отобраны для более глубоких исследова- 
ний и последующих полевых испытаний. 


Экспериментальная часть 


Спектры 'Н и °С ЯМР сняты на спектрометре “Мегсигу-300” с 
рабочей частотой 300 МГц в растворе ДМСО-4 + ССЫ (1:3). В качест- 
ве внутреннего стандарта использовался тетраметилсилан (ТМС). За 
ходом реакций и чистотой синтезированных соединений следили как 
спектральным методом, так и с помощью тонкослойной хроматогра- 
фии на пластинах “За! ЦУ-254”. В качестве элюента использова- 
лась смесь растворителей ацетон-гексан в соотношении 2:1, прояви- 
тель — смесь 2% АзМО: + 0.4% бромфенолового синего + 4% лимон- 
ной кислоты. 
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Синтез соединений 3, 4 


Растворяют 0.01 моля калиевой соли соединения 1 (или 2) в 4— 
5мл воды и при охлаждении льдом по каплям прибавляют 1.47 г (0.011 
моль) 3-хлорпентан-2,4-диона. Смесь перемешивают при комнатной 
температуре 2-3 ч и оставляют на ночь. К смеси прибавляют 3-4 мл 
холодной воды и полученный кристаллический продукт реакции 
отфильтровывают, промывают разбавленным раствором МаОН, затем 
водой и высушивают на воздухе. 

3-((4-Фенил-5-тиоксо-4,5-дигидро-1,3,4-тиадиазол-2- 

ил)тио)пентан-2,4-дион (3). 

Выход 85%, т.пл 168-170 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.49 (с, 6Н, 
2хСНз); 7.40-7.79 (м, 5Н, СёН5}; 17.39 (ушс, 0.8Н, ОН-енол). Спектр 
3С ЯМР б м.д.: 23.99, 98.66, 124.95, 128.16, 128.24, 137.90, 184.82, 
197.54. 325 (М+|). Найдено: М, 8.46; 5, 29.39. СзН12№0>53. 
Вычислено: М, 8.63; $, 29.65. 

3-((4-Бензил-5-тиоксо-4,5-дигидро-1,3,4-тиадиазол-2- 

ил)тио)пентан-2,4-дион (4). 

Выход 70%. т.пл.96-98 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.38 (с, бН, 
2хСН?з); 5.39 (с, 2Н, СН.); 7.26-7.42 (м, 5Н, СёН5); 17.40 (ушс, 0.8Н, 
ОН-епо!). Найдено: М, 8.10; $, 28.19. С\4Н№0О25$з. Вычислено: М, 
8.28; 5, 28.42. 


Синтез соединений 9, 10 


Получены аналогично 3,4 из 0.01 моля соединений 7,8 и 1.47 г 
(0.011 моля) 3-хлор-пентан-2,4-диона. 

3-((5-(Метилтио)-1,3,4-тиадиазол-2-ил)тио)пентан-2,4-дион (9). 

Выход 90 %. т.пл.56-58 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.43 (с, бН, 
2хСНз); 2.75 (с, ЗН, $СНУ); 17.30 (ушс, 0.8Н, ОН-енол). Спектр °С 
ЯМР д м.д.: 15.80, 23.80, 101.07, 165.57, 166.37, 197.12. Найдено: М, 
10.80; 5, 36.75. СзНю №0253. Вычислено: М, 10.68; 5, 36.66. 

3-((5-ОЭтилтио)-1,3,4-тиадиазол-2-ил)тио)пентан-2,4-дион (10). 

Выход 72 %. т.пл.51-52 °С. Спектр ТН ЯМР б м.д.: 1.45 (т, Л= 7.2, 
ЗН, 5СН›СН}}; 2.45 (с, 6Н, 2хСНз); 3.27 (к, 7 = 7.2, 2Н, $СНСН»); 
17.27 (ушс, 0.8Н, ОН-енол). Найдено: М, 10.02; $, 34.59. СоН!2№0>5:3. 
Вычислено: М, 10.14; $, 34.80. 
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Синтез соединений 5а, 11а, 12а 


К смеси 0.01 моля соединений 3, 9 или 19 в 3 мл ледяной 
уксусной кислоты прибавляют 1 мл (0.014 моля) 70% 
гидразингидрата. Смесь оставляют при комнатной температуре 20-22 
ч, затем прибавляют 5 мл холодной воды и полученные кристаллы 
отфильтровывают, промывают разбавленным раствором НС|, затем 
водой и высушивают на воздухе. 

5-((3,5-Диметил-1Н-пиразол-4-ил)тио)-3-фенил-1,3,4- 

тиадиазол-2(3Н)-тион (5а). 

Выход 90%. т.ил 134-135 °С. Спектр ТН ЯМР б м.д.: 2.31 (с, 6Н, 
2хСНз); 7.39-7.76 (м, 5Н, СёН5); 12.80 (уше, 1Н, МН). Найдено: М, 
17.48; $, 30.01. С1зН1>М№5$з. Вычислено: М, 17.48; 5, 30.01. 

2-((3,5-Диметил-1Н-пиразол-4-ил)тио)-5-(метилтио)-1,3,4- 

тиадиазол (11а). 

Выход 83%, т.пл. 131-133 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.25 (с, бН, 
2хСН.); 2.68 (с, ЗН, $СН»); 12.72 (ушсе, 1Н, МН). Спектр “С ЯМР 6 
м.д.: 15.65, 100.99, 164.42, 170.03. Найдено: М, 21.42; 5, 37.03. 
СНоМа$з. Вычислено: М, 21.68; 5, 37.22. 

2-((3,5-Диметил-1Н-пиразол-4-ил)тио)-5-(этилтио)-1,3,4- 

тиадиазол (12а). 

Выход 98%, т.пл. 130-131 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 1.45 (т, = 
7.2, ЗН, $СН›СН).); 2.26 (с, 6Н, 2жСН:3); 3.27 (к, 1 = 7.2, 2Н, $СН2СН»); 
12.66 (уше, 1Н, МН). Найдено: №, 20.32; $, 35.11. СэоН12М№ 83. 
Вычислено: М, 20.57; $, 35.31. 


Синтез соединений 55, 116 


Растворяют 3 г (0.002 моля) метилгидразинсульфата в 3 мл воде, 
прибавляют 2.8 г (0.002 моля) К›СОз, затем 0.001 моля соединения 3 
(или 9). Смесь нагревают при 45—50 °С в течение 5—6 ч. Охлаждают, 
полученный продукт отфильтровывают, промывают разбавленным 
раствором НС, затем эфиром. 

3-Фенил-5-((1,3,5-триметил-1Н-пиразол-4-ил)тио)-1,3,4- 

тиадиазол-2(3Н)-тион (55). 

Выход 70%, т.пл. 163-165 °С. Спектр 'Н ЯМР б м.д.: 2.22 и 2.34 
(сс, ЗН,ЗН, 3-СИзи 5-СНз); 3.77 (с, ЗН, МСН3); 7.37-7.77 (м, 5Н, СёН.5). 
Найдено: М, 16.51; 5, 28.39. С14Н14М45з. Вычислено: М, 16.75; $, 28.76. 
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2-(Метилтио)-5-((1,3,5-триметил-1Н-пиразол-4-ил)тио)-1,3,4- 

тиадиазол (11Ъ). 

Выход 83%, т.пл. 73-75 °С. Спектр 'Н ЯМР б м.д.: 2.19 и 2.33 (сс, 
ЗН,ЗН, 3-СНзи 5-СНз); 2.69 (с, ЗН, $СНз); 3.77 (с, ЗН, МСН3). Спектр 
3С ЯМР б м.д.: 9.41, 11.21, 15.67, 6.25, 101.75, 143.17, 149.28, 164.69, 
169.29. Найдено: М, 20.57; 5, 35.31. СоН!2М№45з. Вычислено: М, 20.57; $, 
ро 


Синтез соединений 5с, 11с 


Смесь 0.001 моля соединения 3 (или 9) и 1.08г (0,001моля) 
фенилгидразина в 4 мл ледяной уксусной кислоты нагревают при 45-— 
50°С 5—6 ч и оставляют на ночь. Затем к смеси прибавляют 5—6 мл 
холодн0й воды и полученный кристаллический продукт 
отфильтровывают. Очищают гексаном. 

5-((3,5-Диметил-1-фенил-1Н-руга701-4-ил)тио)-3-фенил-1,3,4- 

тиадиазол-2(3Н)-тион (5с). 

Выход 77%, т.пл. 155-157 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.30 и 2.38 
(сс, ЗН,ЗН, 3-СИз и 5-СНз); 7.30-7.78 (м, 10Н, 2жС%Н5). Найдено: М, 
14.02; 5, 24.03. СюН16М№а5з. Вычислено: М, 14.13; 5, 24.25. 

2-((3,5-Диметил-1-фенил-1Н-руга201-4-ил)тио)-5-(метилтио)- 

1,3,4-тиадиазол (116). 

Выход 75%, т.пл. 83-84 °С. Спектр 'Н ЯМР б м.д.: 2.30 и 2.39 (сс, 
ЗН,ЗН, 3-СНз и 5-СНз); 2.68 (с, ЗН, $СНз}); 7.32-7.78 (м, 5Н, СёН.5). 
Найдено: М, 16.75; 5, 28.76. С14Н14М№45з. Вычислено: М, 16.75; $, 28.76. 


Синтез соединений 54, 64, 114, 124 


Соединения 54,64,114,124 получены аналогично синтезу 
соединения 5а из 0.0011 моля соединений 3,4,9,10 и 2 г (0.001моль) 4- 
метилфенилсульфонгидразида в 3—4 мл ледяной уксусной кислоты. 

5-((3,5-Диметил-1-тозил-1Н-руга701-4-ил)тио)-3-фенил-1,3,4- 

тиадиазол-2(3Н)-тион (54). 

Выход 85%, т.пл. 138-140 °С. Спектр 'Н ЯМР б м.д.: 2.25 и 2.40 
(сс, ЗН,ЗН, 3-СНз и 5-СНз); 2.65 (с, ЗН, СНз-тозил); 7.35-7.90 (м, ЭН, 
СоН5 и СеН4). Найдено: М, 11.59; 5, 26.81. С›оН18№О2$4. Вычислено: 
№, 11.80; $, 27.02. 


82 Синтез производных 5-((пиразол-4-ил)тио)-1,3,4-тиадиазола 





5-((3,5-Диметил-1-тозил-1Н-руга70]1-4-ил)тио)-3-бензил-1,3,4- 

тиадиазол-2(3Н)-тион (64). 

Выход 90%, т.пл. 100-101 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.20 и 2.38 
(сс, ЗН,ЗН, 3-СНзи 5-СНз); 2.61 (с, ЗН, СНз-тозил); 5.33 (с, 2Н, СН); 
7.26-7.88 (м, ЭН, СёН5 и СёНа). Найдено: М, 11.60; 3, 26.41. 
С›1Н2оМ№4О254. Вычислено: М, 11.47; 5, 26.24. 

2-((3,5-Диметил-1-тозил-1Н-руга20]-4-ил)тио)-5-(метилтио)- 

1,3,4-тиадиазол (119). 

Выход 85%, т.пл. 116-118 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.23 и 2.47 
(сс, ЗН,ЗН, 3-СНзи 5-СНз); 2.66 (с, ЗН, СНз-тозил); 2.71 (с, ЗН, $СНз); 
7.40-7.89 (м, 5Н, СбН4). Спектр “С ЯМР 6 м.д.: 11.57, 11.71, 15.72, 
21.07, 108.56, 127.56, 129.72, 133.79, 145.39, 147.90, 154.06, 164.86, 
165.93. С15Н!6№4О?254. Найдено: М, 13.32; 5, 30.88. С15Н!6№4О254. 
Вычислено: М, 13.58; $, 31.08. 

2-((3,5-Диметил-1-тозил-1Н-руга20]-4-ил)тио)-5-(этилтио)- 

1,3,4-тиадиазол (124). 

Выход 84%, т.пл. 120-122 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 1.47 (т, = 
7.2, ЗН, $СН2СН3); 2.23 и 2.47 (сс, ЗН,ЗН, 3-СНз и 5-СНз); 2.66 (с, ЗН, 
СНз-тозил); 3.31 (к, 7 = 7.2, 2Н, ЗСН2СН?); 7.40-7.89 (м, 5Н, СбНа). 
Найдено: М, 13.30; $, 30.25. С6Низ8№02$4. Вычислено: М, 13.13; $, 
30.06. 


Синтез соединений бе, 11е 


Соединения 6е и 11е получены аналогично синтезу соединения 
5а из 0.001 моля соединений 4 или 9 и 1.53 г (0.0011 моль) 2 амино-4- 
гидразино-6-метилпиримидина в 3-4 мл ледяной уксусной кислоты. 

5-((1-(2-Амино-6-метилпиримидин-4-ил)-3,5-диметил-1Н- 

пиразол-4-ил)тио)-3-бензил-1,3,4-тиадиазол-2(3Н)-тион (6е). 

Выход 80%, т.пл 148-150 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.30 и 2.40 
(сс, ЗН,ЗН, 3-СНзи 5-СН3); 2.70 (с, ЗН, СНз-пирим.); 5.31 (с, 2Н, СН>); 
6.20 (ушс, 2Н, МН>); 6.95 (с, 1Н, СН-пирим.), 7.28-7.87 (м, ЭН, С‹Н5). 
Найдено, (%): М, 22.33; 5, 21.50. Со Н1э Маз. Вычислено, (%): М, 22.20; 
$, 21.78. 

5-((1-(2-Амино-6-метилпиримидин-4-ил)-3,5-диметил-1Н- 

пиразол-4-ил)тио)-2-метилтио-1,3,4-тиадиазол (11е). 

Выход 90%, т.пл 216-218 °С. Спектр 'Н ЯМР 6 м.д.: 2.30 и 2.42 
(сс, ЗН,ЗН, 3-СНз и 5-СНз); 2.71 (с, ЗН, СНз- пирим.); 2.83 (с, ЗН, 
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$СН.з); 6.30 (ушс, 2Н, МН)); 6.94 (с, 1Н, СН-пирим.). Найдено, (%): М, 
26.58; 5, 26.10. С1зН15№78з. Вычислено, (%): М, 26.83; $, 26.32. 
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АННОТАЦИЯ 


Исследованы общее содержание флавоноидов и антирадикаль- 
ная активность (АРА) этанольных экстрактов листьев двух 
представителей семейства Яснотковые (Гапасеае): черноголовки 
обыкновенной (РгииеЦа уи[еат15) и базилика душистого (Осйпит 
БазШсит), прорастающих на территории Армянского нагорья. 
Методом ВЭЖХ проведен анализ содержания в них кверцетина, 
рутина и апигенина. Выявлено, что в экстракте О. БазШсит общее 
содержание флавоноидов (27,2 + 0.11 мг/г) в 2 раза выше, чем в 
экстракте Р. ум/еат5 (13,13+0,012 мг/г). При этом АРА экстракта 
Р. ушватв (1С55=0,65=0,005 мг/г) в 6 раз выше, чем у экстракта О. 
Базйсит (Су-=3.9+0.08 мг/г). ВЭЖХ анализ показал, что в экст- 
ракте О. ВазЙсит мажорными флавоноидами были рутин и квер- 
цетин, в экстракте Р. уме ат - рутин и апигенин. 

Ключевые слова: РгииеЙа ушеату Г., Осчтит Бауйсит [., 
флавоноиды, антирадикальная активность, ВЭЖХ. 














Введение. Черноголовка обыкновенная (РгипеПа ушат5) и бази- 
лик душистый (Осйпит БауШсит) представители семейства Яснотко- 
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вых (Гапиасеае), включающего в себя 236 родов и 6900-7200 видов. В 
связи с широким распространением растений семейства Яснотковых и 
содержанием большого спектра вторичных метаболитов все больше 
возрастает интерес к изучению свойств растений Гатгасеае [1]. 

Помимо использования в качестве приправы в кулинарии, 
О.БаяШсит нашел широкое применение также и в народной медицине, 
где его используют в качестве средства от головной боли, кашля, забо- 
леваний желудочно-кишечного тракта и почек [2]. Исследованы анти- 
микробные свойства некоторых видов О.БазШсит, он эффективен и 
при лечении некоторых вирусных заболеваний. Примечательно, что 
при этом смягчается проявление побочных эффектов, часто проявляю- 
щихся при применении синтетических антимикробных препаратов [3]. 
Кроме этого изучены и противовоспалительные, противоопухолевые, 
антиоксидантные и противогрибковые свойства некоторых видов 
О.БазШсит [4]. О.БазШсит проявляет ингибирующую активность в 
отношении ВИЧ-1 обратной транскриптазы и способен подавлять аг- 
регацию тромбоцитов, индуцированную коллагеном и АДФ [5]. Экс- 
перименты на крысах показали, что экстракт листьев О.БазШсит уве- 
личивает активность глутатионтрансферазы, которая в определенной 
степени способна защитить клетки органов ЖКТ от химического кар- 
ценогенеза [6]. 

Вид Осйпит содержит большое количество эфирных масел, фе- 
нольных компонентов и антоцианинов, которые являются сильными 
антиоксидантами [7]. Основными эфирными маслами О.БаШсит яв- 
ляются эвгенол, изоэвгенол, хавикол, эстрагол и линалоол, которые в 
т уйго исследованиях проявили сильные антиоксидантные, противоо- 
пухолевые, антимикробные и противовирусные свойства [8]. В 
О.БауШсит обнаружены также розмариновая и кофейная кислоты, ко- 
торые обладают сильными антибактериальными и противовоспали- 
тельными свойствами [9]. Флавоноиды и другие фенольные компонен- 
ты базилика обладают также антирадикальными свойствами [10]. 

Р.ушват, или черноголовка обыкновенная, широко распростра- 
ненное в Азии, Европе, Северной Америке и Северной Африке [11]. 
Благодаря своей высокой биологической активности экстракты Р. 
ушат5 издревле применяются в китайской народной медицине [12]. 
Известно, что в Р. Ги[еа75 содержатся такие вторичные метаболиты 
как розмариновая кислота, тритерпены, флавоноиды, танины, алка- 
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лоид прунелин, олеаноловая, бетулиновая и урсоловая кислоты и др 
[13], [14]. Благодаря высокому содержанию вторичных метаболитов Р. 
Гшеат5 используется в лечении таких заболеваний, как рак легких, 
диабет, повреждения печени, болезнь Альцгеймера, зоб, туберкулез и 
др [15]. Имеются данные и о иммуномодулирующей и антивиральной 
активностях. Особое внимание следует уделить изучению антиокси- 
дантных свойств Р.ушеат5 и влиянию его экстрактов на течение бо- 
лезней, в основе которых лежат окислительные процессы [16]. Одна- 
ко, несмотря на высокую биологическую активность экстрактов 
Р.ушва! 15, практически отсутствуют исследования экстрактов расте- 
ния, прорастающего на территории Армении. 

Высокая антиоксидантная активность экстрактов Р.уи/а715 свя- 
зывается с наличием в их составе таких вторичных метаболитов, как 
флавоноиды [17], среди которых чаще всего упоминаются рутин и 
кверцетин [18]. 

Спектр биологической активности лекарственных растений опре- 
деляется наличием в их составе разных классов, подклассов и групп 
вторичных метаболитов, которые могут обладать мультиплетным ме- 
ханизмом действия. Их количественный и качественный состав опре- 
деляет фармакологический эффект конкретного растения. 

Целью настоящей работы являлось исследование антирадикаль- 
ных свойств экстрактов О.БаяШсит и Р.ушеат5, растущих на Армянс- 
ком нагорье, и сравнение их флавоноидного состава. 


Материалы и методы. Методика получения и исследования 
экстракта листьев О.БаяШсит сообщалась нами ранее в [19]. 

Листья Р.уиват (сбор в июне 2016 года в Армении, Котайкский 
марз), после предварительной промывки, стерилизовали в 1% (У/У) 
растворе гипохлорида натрия и высушивали до 10% влажности. 

Для получения экстрактов использовали 96%-ный этанол. Сухие 
листья Р.уи[2а715 после механической гомогенизации экстрагировали 
(в соотношении 1 г на 30 мл экстрагента) ультразвуковом (75Вт, 15 
мин в Огазотс Нотозештег, Зоп1с-150\/, фирмы МКС). После 24-ча- 
совой инкубации на качалке (60-70 об/мин) экстракты центрифугиро- 
вали 15 минут при 3000 об/мин на центрифуге очап @В412[10]. Об- 
щее содержание флавоноидов определяли за счет способности флаво- 
ноидов хелатировать атомы АГ’, при 430 нм, по методу [20]. 
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Разделение флавоноидов выполняли методом высокоэффектив- 
ной жидкостной хроматографии (ВЭЖХ) на хроматографе У/аег$ 
АШапсе 2695 со спектрофотометрическим и диодно-матричным детек- 
торами и программным обеспечением обработки данных Маз$ Гупх на 
колонке С-18 (250х4т, размер частиц 4,5 нм). В качестве элюирую- 
щей системы использовали градиент - деионизированная вода, содер- 
жащая 0.1 мл/л 90% ортофосфорной кислоты (раствор А) и ацетонит- 
рил (раствор Б). 0-5 мин раствор Б линейно доводили от 10% до 40%, 
далее 3 мин до 50% и на протяжении последних 22 минут поддержива- 
ли изократически данное соотношение растворов (А и Б, соответствен- 
но). В качестве стандартов использовали растворы кверцетина, рутина 
и апигенин (51ета А1апсп) в этаноле. Детекцию проводили при 365нм. 

Антирадикальную активность (АРА) определяли методом туше- 
ния свободного радикала ОРРН (2,2-дифенил-1-пикрилгидразил) при 
517 нм на спектрофотометре 6405 ЦУ/У15 [20]. Статистический анализ 
проводился посредством программы М1сгозой ОЁйсе Ехсе|. 


Результаты и обсуждение. Ранее было показано [19], что в эта- 
нольных экстрактах листьев О.БазШсит общее содержание флавонои- 
дов составляет 27,2 = 0.11 мг/г, что примерно в два раза меньше, чем в 
листьях Р.уи[ат15 (13,13+0,012 мг/г). Однако при такой разнице в об- 
щем содержании флавоноидов АРА экстракта (1С5о) Р. ГУшеат& в 6 раз 
активнее (0,65=0,005 мг/г), чем экстракт О.БауШсит (3,9+0,08 мг/г). Из 
полученных результатов следует, что антирадикальная активность 
данных экстрактов определяется либо вторичными метаболитами неф- 
лавоноидной природы, либо определенным соотношением содержания 
антиоксидантных флавоноидов. 

Результаты ВЭЖХ экстрактов (Таблица 1) позволяют определить 
как количественное, так и качественное содержание отдельных флаво- 
ноидов. В экстракте О.БазШсит были идентифицированы рутин 
(3.1+0,009 мкг/г), кверцетин (15.77+0,23 мкг/г) и апигенин (0,12=0,02 
мкг/г). ВЭЖХ анализ экстракта Р.уи/еат5 не выявил в нем кверцетина. 
Одновременно с этим было определено наличие рутина (254+0,03 
мкг/г) и апигенина (8,8+0,008 мкг/г) в значительно больших концент- 
рациях, чем в экстракте О.БауШсит. Важным фактом является обнару- 
жение в обоих экстрактах апигенина, за счет которого могут быть 
обусловлены антивиральные свойства данных растений. 
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Таблица1. Содержание флавоноидных компонентов 
в этанольных экстрактах О.БаШсит и Р.уи[еа1“5. 














Флавоноид О.БаяШсит, мкг/г Р.ушеат5, мкг/Г 
Рутин 3,1=0,009 2540,03 

Кверцетин 15,77-+0,23 - 

Апигенин 0,27=0,02 8,8—0,008 

















Несмотря на то, что в экстракте Р.ушеат5 практически отсутст- 
вует кверцетин, высокие концентрации рутина и апигенина вносят не- 
кий вклад в общую антирадикальную активность, чем может быть и 
обусловлено низкое значение 1С5о. Следует указать, что помимо флаво- 
ноидов в данных экстрактах имеются вторичные метаболиты других 
классов, например розмариновая кислота и др. [21], которые также об- 
ладают антиоксидантными свойствами. 

Таким образом, первое исследование экстрактов Р.уи[2а715 и 
О.БазШсит выявило высокое содержание в них флавоноидов 
(13,13+0,012 мг/г и 27,2 = 0.11 мг/г. соответственно) и высокую АРА 
Р.ушеат5, количественный и качественный состав флавоноидов кото- 
рого определяет его потенциальный фармакологический эффект при 
лечении вирусных форм заболеваний. 
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АННОТАЦИЯ 


В данной научной статье рассматривается процесс формирова- 
ния синантропизма у представителей разных отрядов млекопи- 
тающих во временном разрезе протекал с заметными отклонения- 
ми в связи с образом жизни некоторых видов млекопитающих раз- 
ных регионов Армении, о чем свидетельствуют наши данные, свя- 
занные с наблюдением за некоторыми из мелких видов хищных 
ЖИВОТНЫХ. 

Ключевые слова: синантропизм, фотоловушка, хищники. 


Введение 


Представители отряда грызунов всегда в той или иной степени 
являлись синантропами. Они давно приспособились к сожительству с 
человеком и в течение времени отлично адаптировались к новым ус- 
ловиям. Человеческие постройки, в особенности многоэтажные дома, 
в которых функционируют мусоропроводы, являются для солидного 
числа видов животных прекрасным и удобным местом для жилья, пи- 
тания и размножения. 

Использование фотоловушек становится все более популярным 
методом исследования суточной активности и поведенческой особен- 
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ности животных. Данный метод имеет очевидные преимущества. 
Установка фотоловушек непосредственно около входов нор и вблизи 
человеческих жилищ позволяет описывать поведенческие особенности 
животных-синантропов. Однако несмотря на кажущуюся простоту 
установки фотоловушек, надо учитывать ряд важных факторов, кото- 
рые связанны с маленькими размерами и другими особенностями се- 
рых крыс, постоянным присутствием в данной местности людей и до- 
машних животных. 


Материалы и методы 


В период июль-ноябрь 2015г. проводилось несколько экспедиций в 
различных районах РА (Гегаркуник, Котайк, Вайоц Дзор, Арарат). 

При изучении экологии грызунов часто возникает необходимость 
определить присутствие или посещение того или иного места живот- 
ным, эффективно провести регистрацию событий при любом уровне 
освещения (и в полной темноте). С этой целью мы устанавливали на- 
ши устройства в подвалах домов и в садах. Устройства работали круг- 
лосуточно. В условиях низкой освещенности наши устройства исполь- 
зовали фотовспышки, а сами фотоловушки были установлены либо на 
земле, либо на деревьях (на очень низкой высоте). Данный метод поз- 
воляет применять его для съемки самых мелких млекопитающих, а 
также птиц и беспозвоночных. 

В силу своей компактности и доступности мы выбрали модель 
940ММ НР (Рис. 1). Устройство имеет возможность работать от 4-х 
батареек в течение 4—5 часов, а для более длительной работы требует 
полный комплект батареек АА из 8-и шт. Запись информации ведется 
на карту памяти формата ЗО емкостью 8/16/32 Гб класса не ниже 8, 
что позволяет писать порядка 10-12 часов видео в формате НО720. 
Устройство позволяет вести запись маленькими фрагментами до 1 
минуты. 

Ночная подсветка на модели 6 ИК-светодиодами. Включается ав- 
томатически датчиком освещённости. Очень удобна для наблюдений 
мелких млекопитающих, когда запись событий проводится на ограни- 
ченном участке площадью порядка 1 м2. Для работы во влажных усло- 
виях (осадки, роса) необходима установка камеры в боксы или иная 
защита. 
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Результаты и обсуждение 


Очень интересные кадры получились на территории Араратского 
региона, а именно в погребах частных домов города Арташата были 
обнаружены серые крысы, которые оказались чрезвычайно хорошо 
приспособлены к сожительству с человеком. На кадрах, снятых видео- 
регистратором, видно следующее: когда мы ставим приманку, а имен- 
но кусок копченой рыбы, крыса подходит, забирает кусок и либо начи- 
нает есть его, либо забирает себе в нору, а при установлении отравлен- 
ной приманки крыса даже близко не подходит и не желает есть отрав- 
ленную рыбу. Это в очередной раз доказывает высокий уровень си- 
нантропности этих животных и прекрасно показывает насколько хоро- 
шо они приспособились к сожительству с человеком. 


Заключение 


Наш опыт доказывает, что мелкие млекопитающие все больше и 
больше адаптируются не только к самому человеку, но и к новым ус- 
ловиям, создаваемым все тем же человеком. Безусловно, эта их осо- 
бенность помогает им выживать в нынешних условиях - в эру высо- 
ких технологий и новейших химических препаратов. 
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